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MODELE DE DRUDE DES METAUX 

	 Le modèle de Drude, constitue l'application aux métaux des développement ultimes de 
la physique du  XIXème  siècle : pour la première fois les charges électriques négatives des 
métaux sont clairement identifiées comme étant des électrons (découverts en 1897 par J.J. 
Thomson), et leurs propriétés sont traitées en utilisant les équations de Maxwell de 
l'électromagnétisme et la théorie cinétique des gaz parfaits. Bien que conceptuellement faux, 
ce modèle permet de prédire qualitativement de nombreuses propriétés électriques et optiques 
des métaux, avec même parfois (bien que rarement) un bon accord quantitatif  avec 
l'expérience. Les limites de ce modèle montrèrent de façon criante les insuffisances de la 
physique classique dans le traitement des propriétés microscopiques de la matière. Il faudra 
attendre les développements de la mécanique quantique pour fournir une description 
satisfaisante des métaux, et des solides en général. 

1. Hypothèses fondamentales du modèle de Drude 

	 Pour comprendre les hypothèses de la théorie de Drude, il faut se rappeler qu'à 
l'époque la structure interne des atomes n'était pas encore connue; seule l'existence de 
l'électron venait d'être mise en évidence. Drude fait l'hypothèse qu'un métal est constitué 
d'électrons libres de se déplacer et d'ions du réseau, supposées fixes, dont la charge compense 
exactement celle du gaz d'électrons libres. 

	 Les électrons de conduction sont traités comme un gaz parfait classique : la théorie 
cinétique des gaz de Maxwell est utilisée, et les interactions électron-électron sont totalement 
négligées. Sachant que pour un métal monovalent la densité électronique est de l'ordre de 
1000 fois plus élevée que la densité de l'atmosphère terrestre, on peut douter de la validité de 
ces hypothèses. On verra par la suite que la nature fermionique des électrons permet de 
négliger les interactions électron-électron dans de nombreux métaux.  

 

�5

Figure  1.1  -  Structure  schématique  d’un  métal  dans  le  modèle  de  Drude.  Chaque  électron  a  une 
trajectoire aléatoire résultant des chocs avec les ions du réseau, mais on suppose qu’en moyenne la durée 
entre 2 chocs consécutifs est une constante τ , appelée temps de relaxation.

Electron
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Les électrons peuvent subir des chocs avec les ions du réseau. On suppose qu’après chaque 
choc la vitesse de l’électron est redistribuée aléatoirement, avec une norme correspondant à 
l’équilibre thermodynamique à la température T : " . Le temps moyen entre 
deux collisions est appelé temps de relaxation, et noté " . 

La densité de courant "  est reliée à la vitesse moyenne des électrons de conduction, " par 
la relation  

"  

où n est la densité volumique d'électrons de conduction, supposée indépendante de la 
température (ce qui est correct en très bonne approximation pour la plupart des métaux). 
	 On applique une force extérieure "  sur les électrons. Considérons l'évolution de la 

vitesse moyenne des électrons pendant un intervalle de temps dt. Une fraction  "  des 

électrons subira au moins une collision pendant dt, avec une contribution nulle à l'évolution de 

la vitesse moyenne. La fraction restante des électrons, soit  " , est soumise à la force 

extérieure et sa vitesse moyenne par électron  " .  

On a alors  

"  

En ne gardant que les termes linéaires en dt, on obtient 

"  

ce qui se simplifie finalement sous la forme 

"  

On obtient l'équivalent de la relation fondamentale de la dynamique newtonienne ! On peut 
remarquer que la résultante des chocs microscopiques introduits dans le modèle est 
équivalente à une force de frottements fluide  " . 

A chaque fois nous chercherons des solutions stationnaires définies par  " , soit  

" . Nous allons appliquer ces équations aux cas d'une pure force Coulombienne pour 

déterminer la conductivité des métaux, et d'une force de Lorentz pour décrire l'effet Hall et la 
magnétorésistance. 

| | ⃗v | | ∼ kBT /m
τ

⃗j(t) ⃗v (t)

⃗j(t) = ne ⃗v (t)

⃗f (t)
dt
τ

(1 −
dt
τ

)

⃗v (t + dt) = ⃗v (t) +
⃗f (t)
m

dt + O(dt2)

m ⃗v (t + dt) = [m ⃗v (t) + ⃗f (t)dt + O(dt2)](1 −
dt
τ )

m[ ⃗v (t) +
d ⃗v
dt

d t] = −
m ⃗v

τ
dt + ⃗f (t)dt + m ⃗v (t)

m
d ⃗v
dt

= −
m ⃗v

τ
+ ⃗f (t)

⃗ff = −
m
τ

⃗v

d ⃗v
dt

= 0

⃗v =
τ
m

⃗f
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2. Transport électrique dans les métaux 

2.1.Conductivité en courant continu 
	 	 	  

Dans ce cas les électrons sont soumis à une force  " , et la vitesse stationnaire  

" .  

La densité de courant s’écrit alors "  

On reconnaît la loi d'Ohm locale  "  avec la conductivité électrique en courant continu 

"  

On verra par la suite que la conductivité peut encore s'écrire de cette manière lorsqu'on 
considère la nature quantique des électrons, bien que cette similarité soit purement 
accidentelle.  

2.2.Conductivité en courant alternatif  

Supposons maintenant que le gaz d'électrons est soumis à un champ électrique alternatif   
" . Pour des pulsations pas trop grandes, on pourra négliger les variations spatiales 
du champ lié à sa propagation dans le conducteur, et en bonne approximation le champ est 
homogène dans le conducteur. 
	 Dans cette approximation les électrons vont suivre les variations temporelles du champ, 
et la vitesse moyenne par électron s'écrira  " . L'équation (ref) s'écrit alors : 

"  

qui amène le résultat suivant : "  

On réécrit alors la densité de courant : "  

d'où l'on tire l'expression de la conductivité électrique en courant alternatif  : 

"  

⃗f = − |e | ⃗E

⃗v = −
|e |τ

m
⃗E

⃗j = − n |e | ⃗v =
ne2τ

m
⃗E

⃗j = σDC
⃗E

σDC =
ne2τ

m

⃗E = ⃗E0 e−iωt

⃗v = ⃗v0 e−i(ωt+φ)

m(−iω) ⃗v = −
m ⃗v

τ
− |e | ⃗E

⃗v = −
|e |τ

m ( 1
1 − iω τ ) ⃗E

⃗j = − n |e | ⃗v =
ne2τ

m ( 1
1 − iω τ ) ⃗E = σ (ω) ⃗E

σ (ω) =
ne2τ

m ( 1
1 − iω τ )

=
σDC

1 − iω τ
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Il est logique en régime alternatif  de trouver une conductivité sous la forme d’un nombre 
complexe (cf  cours d’électricité de L1). Les parties réelle et imaginaire s’écrivent  

"  

qu’on peut condenser sous la forme " , où l'on fait apparaître 

explicitement l'amplitude et le déphasage du courant par rapport au champ excitateur.  

La figure 1.1 présente les parties réelle et imaginaire de la conductivité en fonction de la 
fréquence. La partie réelle présente une forme Lorentzienne typique, connue sous le nom de 
"pic de Drude". On peut expliquer simplement la diminution de la conductivité avec la 
fréquence : à basse fréquence les électrons peuvent "suivre" les oscillations du champ 
électrique et établir un courant alternatif, alors qu'à haute fréquence l'inertie des électrons les 
empêche de suivre les variations du champ.  Il n'y a pas en moyenne de courant de charges 
qui se crée sous l'effet du champ : la conductivité apparaît plus faible.  

La largeur à mi-hauteur du pic de Drude est exactement  " . C'est pour cette 
valeur également que la partie imaginaire présente un maximum, et que le déphasage est de  
" . 

On peut voir en figure 1.2 les mesures expérimentales effectuées sur le composé  UPd2Al3  à 
une température de 2.75 K, qui vérifient en excellente approximation les prédictions du 
modèle de Drude (en traits pleins). Les paramètres extraits du modèle sont 
"  et " , ce qui correspond à un très bon métal avec très peu 
de défauts. 

ℜ(σ (ω)) =
1

1 + ω2τ2
σDC

ℑ(σ (ω)) =
ω τ

1 + ω2τ2
σDC

σ (ω) =
σDC

1 + ω2τ2
exp [i arctan(ω τ)]

ωHWHM = 1/τ

π /4

σDC = 0.105(μΩ . cm)−1 τ = 4.8.10−11s
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Figure 2.2 – Conductivité du composé UPd2Al3 à T= 2.75 K. Les mesures sont en
excellent accord avec le modèle de Drude et correspondent à un bon métal. D’après [1]

vx = � |e|⌧
m Ex

vy = � |e|⌧
m (EH � vxB) = 0

, jx = �n|e|vx = ne2⌧
m Ex = �DCEx

, EH = vxB = � |e|⌧
m ExB =

jx
�n|e|B

On définit alors la magnétorésistance ⇢(B) comme le rapport du champ électrostatique
appliqué sur le courant traversant le barreau de Hall en présence de champ magnétique :

⇢(B) =
Ex

jx
=

1

�DC
(2.-17)

Cette grandeur est indépendante du champ dans le modèle de Drude, ce qui ne corres-
pond pas du tout à l’expérience ! Il faudra en fait tenir compte du spin de l’électron pour
expliquer la magnétorésistance, et cela n’est possible que dans le cadre d’une description
quantique des solides. Une autre grandeur importante est le rapport du champ transverse
sur le courant multiplié par le champ appliqué, grandeur appelée constante de Hall RH :

RH =
Ey

jxB
= � 1

n|e| (2.-17)

Il est intéressant de réaliser que la constante de Hall est une grandeur macroscopique
qui donne directement accès aux paramètres microscopiques d’un matériau donné que sont
la densité de porteurs de charge et leur signe : RH < 0 si les porteurs ont une charge
négative, et RH > 0 si les porteurs ont une charge positive.

Le modèle de Drude prédit une constante de Hall indépendante de la température et
toujours négative. Cependant, l’expérience montre que dans la plupart des cas la constante
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ω
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σDC

0.5σDC

1/τ
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Figure 2.1 – Conductivité en courant alternatif dans le modèle de Drude.

2.3 Magnétorésistance et effet Hall
Dans ce cas les électrons sont soumis à un champ électrique et un champ magnétique

constants. En régime stationnaire les électrons sont soumis à la force de Lorentz et la vitesse
stationnaire obéit à l’équation :

~v = � |e|⌧
m

( ~E + ~v ^ ~B) (2.-8)

La géométrie de l’expérience de Hall est représentée en figure 2.3. Le courant est contenu
dans le plan xOy, et le champ magnétique est appliqué dans la direction Oz perpendiculaire
à ce plan. L’équation précédente se décompose alors de la façon suivante sur les trois axes :

vx = � |e|⌧
m (Ex + vyBz � vzBy) = � |e|⌧

m
(Ex + vyB)

vy = � |e|⌧
m (Ey + vzBx � vxBz) = � |e|⌧

m
(Ey � vxB)

vz = � |e|⌧
m (Ez + vxBy � vyBx) = 0

En l’absence de champ magnétique on impose un courant selon l’axe Ox : jx = �n|e|vx.
Sous l’effet du champ magnétique les électrons vont être déviés vers les bords du barreau
et vont s’y accumuler, créant un excès de charges négatives sur une paroi et un excès
de charges positives sur l’autre paroi du conducteur, et donc un champ électrostatique
transverse Ey. L’équilibre est atteint lorsque ce champ atteint une valeur EH qui compense
exactement la composante magnétique de la force de Lorentz ; on a alors vy=0 et on peut
simplifier les équations de la vitesse stationnaire :

UJF M1 PFN 14 Cours PHY 4113

Figure 1.1 - Conductivité des métaux dans le modèle 
de Dude 

Figure  1.2  -  Conductivité  du  composé  UPd2Al3 
mesurée  à  T=2.75 K.  Les  mesures  sont  en excellent 
accord  avec  le  modèle  de  Drude  (courbes  lisses). 
D’après [Nature 438, 1135–1137].
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3. Magnétorésistance et effet Hall 
 	 	  
Dans ce cas les électrons sont soumis à un champ électrique et un champ magnétique 
constants. En régime stationnaire les électrons sont soumis à la force de Lorentz et la vitesse 
stationnaire obéit à l'équation : 

"  

La géométrie de l'expérience de Hall est représentée en figure 1.3. Le courant est contenu 
dans le plan  xOy , et le champ magnétique est appliqué dans la direction  Oz  
perpendiculaire à ce plan. L'équation précédente se décompose alors de la façon suivante sur 
les trois axes : 

"  

 

En l'absence de champ magnétique on impose un courant selon l'axe  Ox  :  " . 
Sous l'effet du champ magnétique les électrons vont être déviés vers les bords du barreau et 
vont s'y accumuler, créant un excès de charges négatives sur une paroi et un excès de charges 
positives sur l'autre paroi du conducteur, et donc un champ électrostatique transverse  " . 
L'équilibre est atteint lorsque ce champ atteint une valeur "  qui compense exactement la 
composante magnétique de la force de Lorentz; on a alors  "  et on peut simplifier les 
équations de la vitesse stationnaire : 

"  

⃗v = −
|e |τ

m
( ⃗E + ⃗v ∧ ⃗B )

vx = −
|e |τ

m
(Ex + vyBz − vzBy) = −

|e |τ
m

(Ex + vyB )

vy = −
|e |τ

m
(Ey + vzBx − vxBz) = −

|e |τ
m

(Ey − vxB )

vz = −
|e |τ

m
(Ez + vxBy − vyBx) = 0

jx = − n |e |vx

Ey

EH
vy = 0

vx = −
|e |τ

m
Ex

vy = −
|e |τ

m
(EH − vxB ) = 0
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Figure 2.3 – Schéma de principe de l’expérience de Hall

de Hall varie avec la température, et peut même changer de signe dans le cas de maté-
riaux complexes (un exemple récent étant le supraconducteur à haute température critique
Y Ba2Cu3O7 sous-dopé). Une compréhension plus complète de ces phénomènes nécessite
un traitement quantique des solides cristallins, qui sera abordé dans les cours de physique
du solide avancée en S8 et en Master 2 MQ.

De même des mesures d’effet Hall effectuées sur un gaz d’électrons quasi-bidimensionnel,
en champ magnétique intense et à très basse température, montrent que la résistance de
Hall n’augmente pas linéairement avec le champ magnétique mais présente des valeurs
quantifiées. Cet effet est d’origine purement quantique et n’est donc pas prédit par le
modèle de Drude. Il résulte de la quantification des états électroniques en niveaux discrets,
appelés niveaux de Landau, sous l’effet du champ magnétique, comme on le verra plus
tard.

2.4 Conductivité thermique des métaux - Loi de Wiedemann-
Franz

2.4.1 Conductivité thermique des métaux
Les métaux ont en général une bien meilleure conduction thermique que les isolants.

Drude fait l’hypothèse que la conduction thermique est assurée par les électrons de conduc-
tion, les ions du réseau, supposés fixes, ne pouvant pas contribuer.

Lorsqu’on applique un gradient de température ~rT sur un barreau métallique, il ap-
paraît un courant thermique ~jQ proportionnel au gradient de température, selon la loi

~jQ = � ~rT (2.-17)

 est la conductivité thermique du matériau, qui s’exprime en W.K�1.m�1.
Dans le modèle de Drude un électron subit un choc après un temps moyen ⌧ , et possède

après le choc une vitesse de direction aléatoire et dont la norme correspond à l’équilibre
thermodynamique du gaz d’électrons à la température T . Considérons un barreau mé-
tallique sur lequel on applique un gradient de température dans la direction Ox. Même
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Figure 1.3 - Schéma de principe 

de l’expérience de Hall
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d’où l’on tire la valeur de "  et du champ de Hall "  :  

"  

et  

"  

On définit alors la magnétorésistance  "  comme le rapport du champ électrostatique 
appliqué sur le courant traversant le barreau de Hall en présence de champ magnétique:  

"  

Cette grandeur est indépendante du champ dans le modèle de Drude, ce qui ne correspond 
pas du tout à l'expérience ! Il faudra en fait tenir compte du spin de l'électron pour expliquer 
la magnétorésistance, et cela n'est possible que dans le cadre d'une description quantique des 
solides. 

Une autre grandeur importante est le rapport du champ transverse sur le courant multiplié 
par le champ appliqué, grandeur appelée constante de Hall  "  : 

"  

Il est intéressant de réaliser que la constante de Hall est une grandeur macroscopique qui 
donne directement accès aux paramètres microscopiques d'un matériau donné que sont la 
densité de porteurs de charge et leur signe : "  si les porteurs ont une charge négative, et   
"  si les porteurs ont une charge positive. 
Le modèle de Drude prédit une constante de Hall indépendante de la température et toujours 
négative. Cependant, l'expérience montre que dans la plupart des cas la constante de Hall 
varie avec la température, et peut même changer de signe dans le cas de matériaux complexes 
(un exemple récent étant le supraconducteur à haute température critique  YBa2Cu3O7  sous-
dopé). Une compréhension plus complète de ces phénomènes nécessite un traitement 
quantique des solides cristallins, qui sera abordé dans les cours de physique du solide avancée 
en S8 et en Master 2 MQ. 
De même des mesures d'effet Hall effectuées sur un gaz d'électrons quasi-bidimensionnel, en 
champ magnétique intense et à très basse température, montrent que la résistance de Hall 
n'augmente pas linéairement avec le champ magnétique mais présente des valeurs quantifiées. 
Cet effet est d'origine purement quantique et n'est donc pas prédit par le modèle de Drude. Il 
résulte de la quantification des états électroniques en niveaux discrets, appelés niveaux de 
Landau, sous l'effet du champ magnétique, comme on le verra plus tard. 

jx EH

jx = − n |e |vx =
ne2τ

m
Ex = σDCEx

EH = vxB = −
|e |τ

m
ExB =

jx
−n |e |

B

ρ(B )

ρ(B ) =
Ex

jx
=

1
σDC

RH

RH =
Ey

jxB
= −

1
n |e |

RH < 0
RH > 0
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4. Transport thermique dans les métaux 

4.1.Conductivité thermique des métaux 

Les métaux ont en général une bien meilleure conduction thermique que les isolants. Drude 
fait l'hypothèse que la conduction thermique est assurée par les électrons de conduction, les 
ions du réseau, supposés fixes, ne pouvant pas contribuer. 

Lorsqu'on applique un gradient de température  "  sur un barreau métallique, il apparaît un 
courant thermique  "   proportionnel au gradient de température, selon la loi 

"  

 "  est la conductivité thermique du matériau, qui s'exprime en " . 

Dans le modèle de Drude un électron subit un choc après un temps moyen  " , et possède après 
le choc une vitesse de direction aléatoire et dont la norme correspond à l'équilibre 
thermodynamique du gaz d'électrons à la température T de l’endroit où le choc a eu lieu.  On 
rappelle qu’on se place dans la théorie cinétique des gaz classiques, ce qui signifie qu’on 
suppose que l’énergie thermique du gaz d’électrons ne dépend que de la température : 
" .  
Considérons un barreau métallique sur lequel on applique un gradient de température dans la 
direction  Ox . Faisons le bilan des électrons passant de la zone chaude à la zone froide (et 
inversement) au point x.  Par définition, chaque électron « chaud » a en moyenne subi un choc à 
l’abscisse " , la norme de sa vitesse correspond à une température "  , et il 
transporte une énergie moyenne " . Le même raisonnement s’applique aux 
électrons « froids ». 

 

⃗∇T
⃗jQ

⃗jQ = − κ ⃗∇T

κ W . K−1 . m−1

τ

E = E(T )

x − l = x − vxτ T (x − vxτ)
E [T (x − vxτ)]
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Figure 1.4 - Description des échanges d’énergie thermique dans le modèle de Drude : le flux total 
d’énergie  traversant  la  surface  x  est  la  somme des  flux d’électrons «  chauds  » et  «   froids  », 
provenant en moyenne d’une distance égale au libre parcours moyen l, et portant une énergie 
moyenne correspondant à la température à la distance l du plan x.

x
<latexit sha1_base64="6NMnRKmpKCmKKY6pirO+xe0VYB4="></latexit><latexit sha1_base64="6NMnRKmpKCmKKY6pirO+xe0VYB4="></latexit><latexit sha1_base64="6NMnRKmpKCmKKY6pirO+xe0VYB4="></latexit><latexit sha1_base64="6NMnRKmpKCmKKY6pirO+xe0VYB4="></latexit>

x
<latexit sha1_base64="6NMnRKmpKCmKKY6pirO+xe0VYB4="></latexit><latexit sha1_base64="6NMnRKmpKCmKKY6pirO+xe0VYB4="></latexit><latexit sha1_base64="6NMnRKmpKCmKKY6pirO+xe0VYB4="></latexit><latexit sha1_base64="6NMnRKmpKCmKKY6pirO+xe0VYB4="></latexit>

x� vx⌧
<latexit sha1_base64="y1B00ScIBRad8VgNM+N7qABZAIg="></latexit><latexit sha1_base64="y1B00ScIBRad8VgNM+N7qABZAIg="></latexit><latexit sha1_base64="y1B00ScIBRad8VgNM+N7qABZAIg="></latexit><latexit sha1_base64="y1B00ScIBRad8VgNM+N7qABZAIg="></latexit>

x+ vx⌧
<latexit sha1_base64="QPfHqfGCzcK4xi0mX0fFLwfte9c="></latexit><latexit sha1_base64="QPfHqfGCzcK4xi0mX0fFLwfte9c="></latexit><latexit sha1_base64="QPfHqfGCzcK4xi0mX0fFLwfte9c="></latexit><latexit sha1_base64="QPfHqfGCzcK4xi0mX0fFLwfte9c="></latexit>

T (x+ vx⌧)
<latexit sha1_base64="vA+4fhf9GzFy4+oz5eSmS2DJOCs="></latexit><latexit sha1_base64="vA+4fhf9GzFy4+oz5eSmS2DJOCs="></latexit><latexit sha1_base64="vA+4fhf9GzFy4+oz5eSmS2DJOCs="></latexit><latexit sha1_base64="vA+4fhf9GzFy4+oz5eSmS2DJOCs="></latexit>

T (x� vx⌧)
<latexit sha1_base64="o4AoA0DGNrNmrWZiuCh8QpeIs5Q="></latexit><latexit sha1_base64="o4AoA0DGNrNmrWZiuCh8QpeIs5Q="></latexit><latexit sha1_base64="o4AoA0DGNrNmrWZiuCh8QpeIs5Q="></latexit><latexit sha1_base64="o4AoA0DGNrNmrWZiuCh8QpeIs5Q="></latexit>

T (x)
<latexit sha1_base64="Av7vcUnyjlOqLvtnk2vOqntKaHs="></latexit><latexit sha1_base64="Av7vcUnyjlOqLvtnk2vOqntKaHs="></latexit><latexit sha1_base64="Av7vcUnyjlOqLvtnk2vOqntKaHs="></latexit><latexit sha1_base64="Av7vcUnyjlOqLvtnk2vOqntKaHs="></latexit>

E ⇡ E[T (x� vx⌧)]
<latexit sha1_base64="OBJ6B02DtVhMeyVG/zWVD12VBxc="></latexit><latexit sha1_base64="OBJ6B02DtVhMeyVG/zWVD12VBxc="></latexit><latexit sha1_base64="OBJ6B02DtVhMeyVG/zWVD12VBxc="></latexit><latexit sha1_base64="OBJ6B02DtVhMeyVG/zWVD12VBxc="></latexit>

E ⇡ E[T (x+ vx⌧)]
<latexit sha1_base64="muLSbPapEEXx1nY6MReY802ViFs="></latexit><latexit sha1_base64="muLSbPapEEXx1nY6MReY802ViFs="></latexit><latexit sha1_base64="muLSbPapEEXx1nY6MReY802ViFs="></latexit><latexit sha1_base64="G30nvnJkyKBlKcCymNnrqTxJgV4=">AAACtXicjVLLSgMxFD0dX7VWrWs3g0VwVTJudCnowmUF+4BaZCZNa+y8TDJCKf6AWz9O/AP9C2/iCGoRzTAzJ+fec5KbmyiPpTaMvVS8peWV1bXqem2jXtvc2m7UuzorFBcdnsWZ6kehFrFMRcdIE4t+rkSYRLHoRdNTG+/dC6Vlll6aWS6GSThJ5Vjy0BDVvm40WYu54S+CoARNlCNrPOMKI2TgKJBAIIUhHCOEpmeAAAw5cUPMiVOEpIsLPKBG2oKyBGWExE7pO6HZoGRTmltP7dScVonpVaT0sU+ajPIUYbua7+KFc7bsb95z52n3NqN/VHolxBrcEPuX7jPzvzpbi8EYx64GSTXljrHV8dKlcKdid+5/qcqQQ06cxSOKK8LcKT/P2Xca7Wq3Zxu6+KvLtKyd8zK3wJvdJfU3+NnNRdA9bAWsFVwwVLGLPRxQG49wgnO00SHLER7x5J15t97dxz3wKuWF2MG34el34YWM3A==</latexit><latexit sha1_base64="HFGE88fXkyV0t1gh+lM20Q+K56o="></latexit><latexit sha1_base64="HFGE88fXkyV0t1gh+lM20Q+K56o="></latexit><latexit sha1_base64="alphooXb5/mcrWDnts6wSFj8+lM="></latexit><latexit sha1_base64="muLSbPapEEXx1nY6MReY802ViFs="></latexit><latexit sha1_base64="muLSbPapEEXx1nY6MReY802ViFs="></latexit><latexit sha1_base64="muLSbPapEEXx1nY6MReY802ViFs="></latexit><latexit sha1_base64="muLSbPapEEXx1nY6MReY802ViFs="></latexit><latexit sha1_base64="muLSbPapEEXx1nY6MReY802ViFs="></latexit><latexit sha1_base64="muLSbPapEEXx1nY6MReY802ViFs="></latexit>



UGA M1 PFN 2018-2019	 	 Cours de Physique du Solide et Magnétisme

On peut alors calculer le flux d’énergie thermique totale traversant la surface en x. Par 
analogie avec la définition du courant électrique, on peut écrire  

"  

On peut simplifier cette expression en remarquant que : 

- "  car seulement la moitié des électrons on leur vecteur vitesse orienté vers 

le plan x  
- la vitesse moyenne et la température varient peu sur la distance l : on "  , et 

également "  

On obtient alors pour le courant, en projetant sur la direction Ox : 

"  

Comme "  est une longueur microscopique, on peut faire un développement limité : 

"  

et enfin 

"  

La simplification et la généralisation de cette expression en 3 dimensions est directe : 

- par définition  " , la chaleur spécifique du gaz d'électrons 

- pour un système isotrope  "  

- substitution "  

 On obtient alors l’expression de la conductivité thermique pour un métal 3D isotrope 

"  

⃗jQ = ⃗jQ chaud
− ⃗jQ froid

= nchaud Echaud ⃗v chaud − nfroid Efroid ⃗v froid

nchaud = nfroid =
n
2

vchaud ≈ vfroid ≈ vx

vxτ
dT
d x

≪ 1

jQx =
n
2

vx {E [T (x − vxτ)] − E [T (x + vxτ)]}

vxτ

jQx =
n
2

vx {E [T (x) − vxτ
dT
d x

] − E [T (x) + vxτ
dT
d x

]}

jQx =
n
2

vx {E [T (x)] − vxτ
dT
d x

d E
dT

− E [T (x)] + vxτ
dT
d x

d E
dT }

= − nv2
x τ

d E
dT

dT
d x

n
dε
dT

= cv

v2
x =

< v2 >
3

dT
d x

→ ⃗∇T

⃗jQ = −
1
3

< v2 > cvτ ⃗∇T = − κ ⃗∇T

⇒ κ =
1
3

< v2 > cvτ
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4.2.Nombre de Lorenz - Loi de Wiedemann-Franz 

Comme on vient de le voir, dans le modèle de Drude la conduction électrique et la conduction 
thermique sont toutes deux dues aux électrons de conduction. Il est alors légitime de 
rechercher s'il existe une relation entre ces deux conductivités. Expérimentalement la loi 
empirique de Wiedemann-Franz établit que le rapport de la conductivité thermique à la 
conductivité électrique est proportionnel à la température, avec une constante de 
proportionnalité appelée nombre de Lorentz  L  dont la valeur est quasi-universelle pour les 
métaux : 

"  

Avec les formes de "  et "  trouvées précédemment, on obtient 

"  

Pour un gaz parfait monoparticulaire l'équipartition de l'énergie impose  "  et  

" . On obtient alors 

"  

Cette valeur est correcte à un facteur 2 près, comme on peut le voir dans le tableau ci-dessous. 
Pour l'anecdote, il faut savoir que dans le calcul initial une erreur d'un facteur 2 avait conduit 
à une valeur du nombre de Lorentz très proche de la valeur expérimentale, ce qui avait donné 
beaucoup de crédit au modèle de Drude dans la communauté scientifique.  
A notre époque où la mécanique quantique s'est imposée comme la théorie permettant de 
décrire les propriétés des solides avec une précision remarquable, il peut paraître étonnant que 
les hypothèses classiques de Drude mènent à un résultat si proche de l'expérience. Nous 
montrerons par la suite que les hypothèses de Drude conduisent à deux erreurs d'un facteur 
100 qui se compensent : le nombre réel d'électrons participant aux propriétés physiques des 
métaux est environ 100 fois plus faible que supposé, mais leur énergie moyenne est environ 
100 fois plus grande que dans le cas d'un gaz parfait.  

κ
σDC

= LT

κ σDC

κ
σDC

=
v2cvτ m
3ne2τ

=
mv2cv

3ne2

mv2 = 3n kBT

cv =
3
2

kB

κ
σDC

=
3k2

B

2e2
T = LT

⇒ L =
3
2 ( kB

|e | )
2

= 1.11 × 10−8W . Ω . K−2

Métal Ag Au Cd Cu Mo Pb Pt Sb W Zn

2.31 2.35 2.42 2.23 2.61 2.47 2.51 2.52 3.04 2.31"L × 108W . Ω . K−1@273K
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4.3.Effet Seebeck 
	  

Dans la détermination de la conductivité thermique, nous avons montré que l'établissement 
d'un gradient de température donnait naissance à un courant d'électrons, des zones chaudes 
vers les zones froides. Dans un barreau en circuit ouvert, il va alors y avoir accumulation de 
charges aux extrémités du barreau et l'établissement d'un champ électrique s'opposant à la 
dérive thermique des électrons. Un gradient de température appliqué à un barreau métallique 
long et fin doit donc s'accompagner d'un champ électrique opposé à ce gradient (et d'une 
différence de potentiel associée) : c'est l'effet Seebeck. On définit le pouvoir thermoélectrique 
Q  par la relation : 

" 	  

Pour estimer Q, il suffit d'écrire qu'en régime stationnaire la vitesse de dérive totale (due au 
gradient thermique, " , et au champ électrique,  "  ) est nulle :  " . 

La vitesse de dérive thermique s’évalue comme précédemment : 

"  

La généralisation à 3 dimensions isotropes donne alors : 

"  

En mécanique classique,  " , et on obtient 

"  

Ce résultat surestime d'un facteur 100 les valeurs habituellement observées sur les métaux à 
température ambiante. C'est la même erreur qui est survenue deux fois dans les paragraphes 
précédents, mais qui cette fois n'est plus compensée. Ce désaccord montre sans équivoque que 
la mécanique statistique classique est incorrecte pour décrire les électrons dans les solides. 

⃗E = Q ⃗∇ T

⃗vQ ⃗vE ⃗vQ + ⃗vE = 0

vQx =
1
2 [vx(x − vxτ) − vx(x + vxτ)] = − τ v

d vx

d x

= −
τ
m

d
d x ( mv2

x

2 ) = −
τ
m

d Ex

dT
dT
d x

⃗vQ = −
τ
m

1
3

dε
dT

⃗∇ T

⃗vE = −
|e |τ

m
⃗E = −

|e |τ
m

Q ⃗∇ T

⇒ Q = −
1

3 |e |
dε
dT

= −
cv

3n |e |

cv =
3
2

n kB

Q = −
kB

2 |e |
= − 0.43 × 10−4V . K−1

�14



UGA M1 PFN 2018-2019	 	 Cours de Physique du Solide et Magnétisme

MATERIAUX DIELECTRIQUES 

1. Rappels d'électromagnétisme 
	  

1.1.Equations de Maxwell dans le vide 

En 1867, Maxwell a unifié les lois de l'électromagnétisme en un jeu de 4 équations locales 
décrivant les relations entre les champs électrique et magnétique "  et "  et les distributions de 
charges "  et de courants "  leur ayant donné naissance : 

Les distributions de charges et de courants introduits dans les équations ci-dessus sont des 
distributions "excitatrices", dont on suppose qu'elles ne sont pas modifiées par le champ 
qu'elles créent. On va voir dans ce qui suit comment les équations de Maxwell sont modifiées 
en présence de matériaux diélectriques ou magnétiques. 

1.2.Dipôle électrique et moment dipolaire 
	  
Même si un système est électriquement neutre à l’échelle macroscopique, à l'échelle 
microscopique le barycentre des charges positives et négatives n'est pas forcément confondu et 
des dipôles électrostatiques peuvent exister, spontanément ou induits par l'application d'un 
champ. De même les électrons à l'intérieur d'une molécule ou d'un solide peuvent être libre de 
se déplacer et former ainsi des sortes de "boucles de courant" microscopiques formant des 
dipôles magnétiques. 

La forme la plus simple de dipôle électrique consiste en deux charges q égales et opposées 
séparées par une distance 2a . On définit le moment dipolaire "   . Le champ créé par 
un dipôle est la somme des deux champs créés par chaque charge. Cependant, en pratique la 
taille typique d'un dipôle est de l'ordre de celle d'un atome et on s'intéresse le plus souvent aux 
effets macroscopiques de nombreux dipôles. Il est alors pratique de calculer le potentiel et le 
champ électrostatiques créés par le dipôle à grande distance "    : 

"  

⃗E ⃗B
ρ( ⃗r ) ⃗j( ⃗r )

⃗p = 2a q ⃗i

r ≫ a

V (r, θ ) =
pcosθ
4πε0r2

Er(r, θ ) = −
∂V
∂r

=
2pcosθ
4πε0r3

Eθ(r, θ ) = −
∂V
r∂θ

=
psinθ
4πε0r3
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Plongé dans un champ électrique " , le dipôle a une énergie potentielle "  et 
est soumis à un couple "  . 

Pour un nombre macroscopique N de dipôles occupant un volume V, on définit la polarisation    
"    comme le moment dipolaire moyen total par unité de volume :  

"  

La moyenne    "    s'entend ici comme la moyenne thermodynamique à l'équilibre (cf  cours de 
physique statistique). 

2. Réponse de la matière à un champ extérieur 
	  

2.1.Notion de polarisabilité et de susceptibilité 
	 	 	  

Comme on l'a dit plus haut, certaines molécules et solides portent des moments dipolaires 
permanents lorsque le barycentre des charges nucléaires ne correspond pas à celui du nuage 
électronique. On parle alors de milieux polaires. Parmi les cas les plus connus on peut citer la 
molécule d'eau, dans laquelle l'oxygène porte un léger excès d'électrons au détriment des deux 
hydrogène, ou le monoxyde de carbone. Ce caractère à la fois covalent et ionique de la liaison 
chimique se retrouve dans certains types de cristaux, ce qui donne naissance à des propriétés 
physiques très riches (piézo-électricité dans BaTiO3 par exemple). 

Les milieux polaires peuvent être classés en deux catégories principales : 
- des milieux dont la polarisation est nulle en l'absence de champ électrique appliqué, en 

raison de l'agitation thermique. C'est le cas de l'eau par exemple. Sous l'effet d'un champ 
électrique extérieur les moments dipolaires vont avoir tendance à s'aligner dans le sens du 
champ électrique, et la polarisation ne sera alors plus nulle. On parle de milieux 
paraélectriques. 

- des milieux présentant une polarisation spontanée non nulle, même en l'absence de champ, 
et pour des températures T inférieures à une température critique " . On parle alors de 
milieux ferroélectriques. Pour " , l'agitation thermique l'emporte et le comportement est 
en général paraélectrique. C'est le cas par exemple de certains composés de la famille des 
perovskites comme BaTiO3 ou PbTiO3. 

Les milieux non polaires ne possèdent pas de moment permanent. Cependant, un moment 
dipolaire peut être induit par un champ extérieur. 
Considérons un modèle d'atome simple, dit modèle de "Jellium". Le noyau est modélisé par 
une charge ponctuelle +Q et le nuage électronique par une sphère indéformable 
uniformément chargée de rayon " , centrée sur le noyau et portant la charge totale -Q. 
D'après le théorème de Gauss, le champ électrique à l'intérieur de l'atome est nul en l'absence 
de champ appliqué et le moment dipolaire est nul car le barycentre des charges du noyau et 

⃗E ext Ep = − ⃗p ⋅ ⃗E ext
⃗Γ = ⃗p ∧ ⃗E ext

⃗P

⃗P =
N
V

⟨ ⃗p ⟩

⟨⟩

Tc
T > Tc

a0

�16



UGA M1 PFN 2018-2019	 	 Cours de Physique du Solide et Magnétisme

du nuage électronique sont confondus. On applique maintenant un champ extérieur " . Si 
on ne considère pas un atome isolé mais un atome au sein d'un solide ou d'un fluide, le champ 
ressenti par l'atome aura un caractère local en raison de la réponse des autres atomes au 
champ extérieur. Appelons ce champ " .  
Sous l'effet du champ " , le noyau et le nuage électronique se décalent en sens opposés, ce 
qui provoque l'apparition d'une force de rappel et d'un moment dipolaire induit "  . 
L'équilibre mécanique est atteint lorsque la force de rappel compense exactement la force 
électrostatique, et on peut alors montrer que le moment induit est relié au champ local par la 
relation       

"      . 

Le paramètre "  est appelé polarisabilité de l'atome. Il est en général proportionnel au volume de 
la distribution de charges. Le modèle de Jellium donne par exemple "  (à comparer au 
résultat quantique pour l'électron 1s de l'atome H, " ), et pour une chaîne d'ions 
espacés d'une distance d, " . 

A l'échelle macroscopique on définit la susceptibilité diélectrique "  par  

"     
   

où "  est le champ macroscopique, " . 

La relation entre le champ local et le champ macroscopique étant traitée en détails dans de 
nombreux ouvrages d'électromagnétisme, nous ne nous attarderons pas sur ce point ici. 

On définit le vecteur déplacement diélectrique "  comme  

" . 

Dans les diélectriques on appelle habituellement "  permittivité relative, et dans le cas plus 
général on l'appelle constante diélectrique, ou fonction diélectrique, lorsqu'elle dépend 
fortement de l'énergie et du vecteur d'onde, comme dans les métaux par exemple.  

Remarques : 
-  "    est une grandeur sans unité 

- on défit l'indice optique n d'un milieu comme   "    

-  dans le cas général la polarisation et le champ ne sont pas colinéaires. La susceptibilité 
diélectrique est alors un tenseur "  tel que   "    où    i,j=x,y,z   . 

⃗E ext

⃗E loc

⃗E loc
⃗p ind

⃗p ind = αε0
⃗E loc

α
α = 4πa 3

0
α = 16πa 3

0
α = πd3

χ

⃗P ind = ε0 χ ⃗E

⃗E ⃗E ≠ ⃗E loc

⃗D

⃗D = ε0
⃗E + ⃗P = ε0(1 + χ) ⃗E = ε0εr

⃗E

εr

χ

n = εr = 1 + χ

χij Pi = ε0 χijEj
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2.1.1.Relation de Clausius 

On vient de définir des grandeurs diélectriques locales et des grandeurs globales. On peut 
alors se demander quelle est le lien entre ces deux échelles, et on va donc chercher à établir 
une relation entre la polarisabilité " , grandeur microscopique, et la constante diélectrique "  , 
grandeur macroscopique. 

Tout d'abord, on peut exprimer la polarisation en fonction du champ macroscopique : 

     "       

d'où l'on déduit  

"       

Dans le cas d'un cristal où chaque site atomique a une symétrie cubique, le champ local, 
appelé champ de Lorentz, peut s’écrire 

     "   

On peut alors se rappeler que, par définition, la polarisation est le moment dipolaire moyen 
par unite de volume : 

      "       

avec les deux équations précédentes, on obtient : 

     "       

d'où l'on tire la relation de Clausius : 

      

"       

α εr

⃗D = ε0
⃗E + ⃗P = ε0(1 + χ) ⃗E = ε0εr

⃗E

⃗P = ε0(εr − 1) ⃗E

⃗Eloc = ⃗E +
⃗P

ε0
=

εr + 2
3

⃗E

⃗P =
⃗pind

V
=

αε0

V
⃗Eloc

ε0(εr − 1) ⃗E =
αε0

V
εr + 2

3
⃗E

εr − 1
εr + 2

=
α

3V
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2.2.Polarisabilité de la matière 

2.2.1.Polarisabilité atomique statique 
 L'atome est modélisé par une approximation de "jellium" (voir figure 2.1) : on considère un 
noyau ponctuel de masse M et de charge +Z|e|, initialement au centre d'un nuage 
électronique sphérique, de rayon R, uniformément chargé d'une charge -Z|e|. On applique 
alors un champ électrique local de grande longueur d'onde et basse fréquence par rapport à la 
taille de l'atome et de sa fréquence d'oscillation propre (concept qui sera défini un peu plus 
loin) :    "   . Sous l'effet du champ le noyau et les électrons vont se déplacer en sens 
opposé, jusqu'à une distance d’équilibre "  telle que la force de rappel électrostatique entre 
noyau et électrons compense exactement l'effet du champ extérieur. 

   A l'aide du théorème de Gauss, il est facile de montrer que le champ électrostatique créé par 
le nuage électronique à une distance r de son centre est radial, dirigé vers le centre du nuage, 
et de norme : 

     "        

A l'équilibre ce champ compense parfaitement le champ appliqué au noyau. La projection sur 
l'axe reliant le noyau au centre de la distribution électronique s'écrit alors  

    "       

Le barycentre des charges positives et négatives n'étant plus confondu, il apparaît alors un 
moment induit  

    "       

On obtient alors la polarisabilité statique  "      . 
Remarque : dans l'hypothèse (réaliste) où l'atome est peu déformé par le champ, ce qui se 
traduit par   "   , où    "    est le rayon de Bohr, le calcul quantique utilisant 
la densité électronique de l'orbitale 1s de l'hydrogène donne une polarisabilité    "    . 

⃗Eloc = ⃗cte
req

Ee−(r) =
Z |e |r
4π R3ε0

Ee−(req) = −
Z |e |req

4π R3ε0
= − Eloc

⃗p = Z |e | ⃗req = 4π R3ε0
⃗Eloc

α0 = 4π R3

req < < a0 a0 = 0.529Å
α0 = 16πa 3

0
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Figure 2.1 - Modèle d’atome dans 
l’approximation du « Jellium »
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Le barycentre des charges positives et négatives n’étant plus confondu, il apparaît alors
un moment induit

~p = Z|e| ~req = 4⇡R3"0 ~Eloc

On obtient alors la polarisabilité statique

↵0 = 4⇡R3

.
Remarque : dans l’hypothèse (réaliste) où l’atome est peu déformé par le champ, ce qui

se traduit par req << a0, où a0 = 0.529 est le rayon de Bohr, le calcul quantique utilisant
la densité électronique de l’orbitale 1s de l’hydrogène donne une polarisabilité ↵0 = 16⇡a30
. Ce résultat est proche de la prédiction du modèle de Jellium, ce qui s’explique par le
fait que dans les deux modèles la densité électronique conserve la symétrie sphérique, mais
aussi par le fait que dans les deux cas la force de rappel noyau-électron est harmonique (de
manière exacte pour le Jellium, et approchée pour l’orbitale 1s dans la limite req << a0).

++

�Eloc

+

req

Figure 3.1 – Modèle d’atome dans l’approximation du "Jellium".

Polarisabilité atomique dynamique

Comme on vient de le voir, la force de rappel exercée par les électron sur le noyau est
harmonique en bonne approximation. On peut écrire

fe� = Z|e|Ee� = �(Z|e|)2

↵0"0
req

Le nuage électronique étant environ 2000 fois plus léger que le noyau, le centre de
masse de l’atome sera quasiment confondu avec le noyau, et il sera plus facile de considérer
le mouvement du nuage électronique autour du noyau supposé fixe. Avec la loi d’action-
réaction et le changement de référentiel, les électrons sont soumis à la force rappel du
noyau

fn(req) = �fe�(�req) = �(Z|e|)2

↵0"0
req = �Zm!2

0req
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Ce résultat est proche de la prédiction du modèle de Jellium, ce qui s'explique par le fait que 
dans les deux modèles la densité électronique conserve la symétrie sphérique, mais aussi par le 
fait que dans les deux cas la force de rappel noyau-électron est harmonique (de manière exacte 
pour le Jellium, et approchée pour l'orbitale 1s dans la limite    "   ).  

2.2.2.Polarisabilité atomique dynamique 

Comme on vient de le voir, la force de rappel exercée par les électron sur le noyau est 
harmonique en bonne approximation. On peut écrire 

     "       

 Le nuage électronique étant environ 2000 fois plus léger que le noyau, le centre de masse de 
l'atome sera quasiment confondu avec le noyau, et il sera plus facile de considérer le 
mouvement du nuage électronique autour du noyau supposé fixe. Avec la loi d'action-réaction 
et le changement de référentiel, les électrons sont soumis à la force de rappel du noyau  

    "    

où l'on a défini la fréquence propre de vibration atomique " . On peut 

remarquer que la force d'interaction est indépendante du référentiel, ce qui est attendu par 
l'invariance galiléenne. 

L'équation du mouvement du nuage électronique s’écrit 

     "       

Comme dans le cas statique, on considère un champ local de grande longueur d'onde, mais 
oscillant cette fois-ci, de la forme " . Dans la limite de réponse linéaire, 
on pourra alors écrire " , et linéariser l'équation du mouvement : 

      "       

d'où l'on déduit                                       "        

Le moment induit                     "    . 

req < < a0

fe− = Z |e |Ee− = −
(Z |e | )2

α0ε0
req

fn(req) = − fe−(−req) = −
(Z |e | )2

α0ε0
req = − Z m ω2

0 req

ω0 = ( Z |e |2

α0ε0m )
1/2

Z m
d2req

d t2
= − Z m ω2

0 req − Z |e |Eloc

⃗Eloc (t) = ⃗Eloc,0 exp(−iωt)
req(t) = req,0 exp(−iωt)

−m ω2req = − m ω2
0 req − |e |Eloc,0

req =
− |e |Eloc,0

m(ω2
0 − ω2)

⃗p = − Z |e | ⃗req =
Z |e |2

m(ω2
0 − ω2)

⃗Eloc
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On en déduit que la polarisabilité atomique dynamique s'écrit  

     "   

2.2.3.Polarisabilité de déplacement 
  

Dans les cristaux ioniques, l'application d'un champ extérieur va déplacer les anions et les 
cations dans des sens opposés, et par conséquent les liaisons ioniques vont entrer en vibration. 
Il va alors apparaître dans le réseau cristallin une polarisation appelée polarisation de 
déplacement. Pour modéliser cet effet on considère une chaîne ionique composée d'anions et 
cations alternés, de charge " , de masses M1 et M2, respectivement (voir figure 2.2). 
Comme pour la polarisabilité atomique on considère de petits déplacements des ions par 
rapport à leur position d'équilibre, ce qui permet de modéliser les liaisons par une force de 
rappel harmonique, avec une constante de raideur K. De plus, on considère là encore un 
champ local de grande longueur d'onde, de telle façon que tous les ions ressentent un champ 
de même norme et direction au même moment :   "   . 

 Le moment induit par le déplacement des ions s'écrit  

      "       
  

 Les équations du mouvement couplées s'écrivent 

"  

α (ω) =
Z |e |2

m ε0(ω2
0 − ω2)

= α0
ω2

0

ω2
0 − ω2

±Z |e |

⃗Eloc ( ⃗r, t) = ⃗Eloc (t)

⃗p = Z |e | ( ⃗μ+ − ⃗μ− ) = Z |e | ⃗w

M+
d2μ+

dt2
= −K(μ+ − μ−) + Z |e |Eloc

M−
d2μ−

dt2
= −K(μ− − μ+) − Z |e |Eloc
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Figure 2.2 - Modèle de chaîne atomique ionique
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+ + +- -+ +- -

�Eloc�µ+ �µ� KK

M1 M2

Figure 3.2 – Modèle de chaîne atomique ionique.

On peut regrouper ces deux équations sous la forme

d2w

dt2
= �K[

1

M+
+

1

M�
]w + Z|e|[ 1

M+
+

1

M�
]Eloc

= �K

M
w +

Z|e|
M

Eloc

= �!2w +
Z|e|
M

Eloc

Comme précédemment, on linéarise l’équation en considérant des solutions harmoniques
en réponse linéaire :

�!2w = �!2w +
Z|e|
M

Eloc

w =
Z|e|

M(!2 � !2)
Eloc

p = Z|e|w =
(Z|e|)2

M(!2 � !2)
Eloc

= ↵dep"0Eloc

D’où l’on déduit l’expression de la polarisabilité de déplacement

↵dep =
(Z|e|)2

"0M(!2 � !2)

! est la fréquence caractéristique de vibration de la liaison chimique. Dans un solide
ces vibrations, le plus souvent propagatives, sont appelées phonons, et présentent des lois
de dispersion ! = f(~k) caractéristiques de chaque matériau.

On peut maintenant discuter la signification physique, ainsi que les ordres de grandeur
des fréquences caractéristiques !0 et !. Pour la polarisabilité atomique, les énergies caracté-
ristiques ~!0 sont de l’ordre de grandeur des excitations électroniques (c’est-à-dire de l’écart
d’énergie entre les états propres du hamiltonien de l’atome considéré), soit ~!0 ⇡ 1�10eV .
Cela correspond à du rayonnement électromagnétique dans le domaine visible ou UV. Pour
la polarisabilité de déplacement, les énergies caractéristiques sont celles de phonons, soit
~! ⇡ 10�2�10�1eV , ce qui correspond à l’infrarouge et aux-micro-ondes. On voit donc que
dans un solide cristallin quelconque les vibrations du réseau peuvent être excitées par un
rayonnement infrarouge, avec pour effet de faire augmenter sensiblement sa température,
comme on l’observe dans la vie quotidienne.
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On peut regrouper ces deux équations sous la forme 

"  

Comme précédemment, on linéarise l'équation en considérant des solutions harmoniques en 
réponse linéaire : 

"  

 D'où l'on déduit l'expression de la polarisabilité de déplacement 

      "       

  

"  est la fréquence caractéristique de vibration de la liaison chimique. Dans un solide ces 
vibrations, le plus souvent propagatives, sont appelées phonons, et présentent des lois de 
dispersion "  caractéristiques de chaque matériau. 
  

 On peut maintenant discuter la signification physique, ainsi que les ordres de grandeur des 
fréquences caractéristiques "  et " . Pour la polarisabilité atomique, les énergies 
caractéristiques "  sont de l'ordre de grandeur des excitations électroniques atomiques, soit   
" . Cela correspond à du rayonnement électromagnétique dans le domaine 
visible ou UV.  Pour la polarisabilité de déplacement, les énergies caractéristiques sont celles 
de phonons, soit " , ce qui correspond à l'infrarouge et aux-micro-ondes.  
 On voit donc que dans un solide cristallin quelconque les vibrations du réseau peuvent être 
excitées par un rayonnement infrarouge, avec pour effet de faire augmenter sensiblement sa 
température, comme on l'observe dans la vie quotidienne. 
  

d2w
dt2

= −K [
1

M+
+

1
M−

]w + Z |e | [
1

M+
+

1
M−

]Eloc

= −
K
M

w +
Z |e |

M
Eloc

= −ω2w +
Z |e |

M
Eloc

−ω2w = −ω2w +
Z |e |

M
Eloc

w =
Z |e |

M(ω 2 − ω2)
Eloc

p = Z |e |w =
(Z |e | )2

M(ω 2 − ω2)
Eloc

= αdepε0Eloc

αdep =
(Z |e | )2

ε0M(ω 2 − ω2)

ω

ω = f ( ⃗k )

ω0 ω
ℏω0

ℏω0 ≈ 1 − 10eV

ℏω ≈ 10−2 − 10−1eV
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2.3. Fonction diélectrique d'un isolant ionique 

Généralisation de la relation de Clausius-Mossotti 
Pour un cristal ionique, on peut faire une approximation grossière pour la polarisabilité totale : 

     "       

Cela revient à considérer qu'une déformation des liaison ioniques s'accompagne d'une 
déformation négligeable de la densité électronique de chaque ion, et réciproquement. Cette 
approximation est discutable, notamment dans le cas des atomes ayant peu d’électrons. 

On réécrit alors la relation de Clausius, en faisant apparaître explicitement les aspects 
dynamiques de la polarisabilité : 
       

"      

Puisqu'à l'échelle microscopique on peut considérer 2 échelles d'énergie distinctes liées aux 
deux types de polarisabilité, à l'échelle macroscopique on peut définir deux constantes 
diélectriques limites "  et " . 
Dans la limites des basses fréquences, " , on définit la constante diélectrique 
statique "  comme 

    "        

Dans la limite des fréquences optiques, " , on définit la constante diélectrique 
optique, à haute fréquence, "  comme 

 "        

On peut alors réécrire la relation de Clausius en termes de "  et "  : 

    "       

ce qui donne 

      "  

où l'on a défini la fréquence       "        

αtot = α+ + α− + αdep

εr(ω) − 1
εr(ω) + 2

=
αtot

3V
=

α+ + α− + αdep

3V

εr0 ε∞

ω ≪ ω ≪ ω0
εr0

εr0 − 1
εr0 + 2

=
1

3V (α0+ + α0− +
(Z |e | )2

ε0M ω 2 )
ω ≪ ω ≪ ω0

ε∞
ε∞ − 1
ε∞ + 2

=
1

3V (α0+ + α0−)

εr0 ε∞

ε (ω) − 1
ε (ω) + 2

=
ε∞ − 1
ε∞ + 2

+
1

1 − ( ω
ω )2 [ εr0 − 1

εr0 + 2
−

ε∞ − 1
ε∞ + 2 ]

ε (ω) = ε∞ +
ε∞ − εr0

( ω
ωT )

2
− 1

ω2
T = ω2 ε∞ + 2

εr0 + 2
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On établira dans le chapitre suivant la signification physique de cette fréquence.  
La fonction diélectrique du modèle de solide ionique que nous venons d'établir est représentée 
en figure 2.3 . On peut remarquer qu’elle diverge pour " , et s'annule pour une 
fréquence particulière "  qui sera discutée dans le chapitre suivant. 
  

Remarque : On définit l'indice optique généralisé   "    comme " .      

La dépendance en fréquence (et donc en longueur d'onde) de l'indice optique est une 
caractéristique attendue : cela s'observe par exemple dans la décomposition d'un faisceau 
blanc par un prisme. De plus, dans la gamme de fréquences " , on peut voir que    
" , et par conséquent l'indice optique n'est pas défini ! Cette bande de fréquences est une 
bande optique interdite : aucune onde électromagnétique dans cette bande de fréquences ne 
peut se propager dans le solide. Cette particularité est mise à profit en optique pour fabriquer 
des filtres avec des fréquences de coupure bien définies. 

 

  

 

3. Equations de Maxwell dans les milieux continus 

	 	 "  

ω = ωT
ω = ωL

n(ω) n(ω) = ε (ω)

ωL < ω < ωT
ε < 0

div ⃗E = ∇ ⋅ ⃗E =
ρ( ⃗r )

ε0

div ⃗B = div ⃗H = 0

⃗rot ⃗E = ∇ ∧ ⃗E = −
∂ ⃗B
∂t

⃗rot ⃗B = μ0( ⃗j + ε0
∂ ⃗E
∂t

+
∂ ⃗P
∂t

+ ⃗rot ⃗M) ⇔ ⃗rot ⃗H = ⃗j +
∂ ⃗D
∂t

�24

CHAPITRE 3. MATÉRIAUX DIÉLECTRIQUES

! = !T , et s’annule pour une fréquence particulière ! = !L qui sera discutée dans le
chapitre suivant.

Remarque : On définit l’indice optique généralisé n(!) comme

n(!) =
p
"(!)

La dépendance en fréquence (et donc en longueur d’onde) de l’indice optique est une
caractéristique attendue : cela s’observe par exemple dans la décomposition d’un faisceau
blanc par un prisme. De plus, dans la gamme de fréquences !L < ! < !T , on peut voir que
" < 0, et par conséquent l’indice optique n’est pas défini ! Cette bande de fréquences est une
bande optique interdite : aucune onde électromagnétique dans cette bande de fréquences
ne peut se propager dans le solide.

ε(ω)

ωωT ωL

εr0
ε∞

Bande interdite ε(ω)<0 

Figure 3.3 – Modèle de fonction diélectrique d’un solide ionique.

3.3 Equations de Maxwell dans les milieux continus

div ~E = r · ~E =
⇢(~r)

"0
div ~B = div ~H = 0

~rot ~E = r ^ ~E = �@ ~B

@t
~rot ~B = µ0

⇣
~j + "0

@ ~E

@t
+

@ ~P

@t
+ ~rot ~M

⌘
, ~rot ~H = ~j +

@ ~D

@t
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Figure 2.3 - Modèle de fonction diélectrique d’un solide ionique.
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PROPRIETES OPTIQUES DES SOLIDES 

Dans les deux chapitres précédents nous avons étudié dans des modèles classiques la réponse 
des métaux et des diélectriques à des champs électriques. Nous allons maintenant établir de 
façon plus générale les propriétés optiques des matériaux . 

1. Equation de propagation des champs électromagnétiques dans un 
milieu continu 

On considère un matériau polarisable et pouvant être parcouru par des courants électriques. 
Les équations de Maxwell pour les champs "  et "  s’écrivent : 

"  

Plus spécifiquement on suppose que le matériau est constitué d'une part d'électrons vérifiant la 
loi d'Ohm locale " , et d'un réseau cristallin polarisable, avec une fonction 
diélectrique " .  

On peut alors réécrire la première équation sous la forme  

" 	  

En combinant ces deux équations, on obtient l'équation de propagation 

" 	  

On sait par ailleurs que " , avec "  car le métal est 

globalement et uniformément neutre. 
On obtient finalement l'équation de propagation du champ électromagnétique dans un métal : 

"  

⃗E ⃗B

∇ ∧ ⃗B = μ0 ( ⃗j + ε0
∂ ⃗E
∂t

+
∂ ⃗P
∂t )

∇ ∧ ⃗E = −
∂ ⃗B
∂t

⃗j = σ (ω) ⃗E
εr(ω)

∇ ∧ ⃗B = μ0 (σ (ω) ⃗E + ε0εr(ω)
∂ ⃗E
∂t )

∇ ∧ ∇ ∧ ⃗E = − μ0σ (ω)
∂ ⃗E
∂t

−
εr(ω)

c2

∂2 ⃗E
∂t2

∇ ∧ ∇ ∧ ⃗E = ⃗∇ (∇ ⋅ ⃗E ) − Δ ⃗E ε0∇ ⋅ ⃗E = ρ = 0

Δ ⃗E = μ0σ (ω)
∂ ⃗E
∂t

+
εr(ω)

c2

∂2 ⃗E
∂t2
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2. Relation de dispersion, fonction diélectrique, indice optique et 
réflectivité 

De façon générale, la relation de dispersion d'une onde est la loi "  reliant sa fréquence 
et sa longueur d'onde. On peut facilement l'obtenir dans le cas d'ondes planes :     
" , ce qui permet de linéariser l'équation de propagation : 

"  

On en déduit alors la relation de dispersion de la lumière dans le matériau : 

"  

On reconnaît une équation de propagation de la forme " , d'où l'on déduit 

l'expression de la fonction diélectrique du solide : 

" 	  

et de l'indice optique généralisé " .        

La fonction diélectrique est une grandeur microscopique qui n'est pas mesurable directement. 
Expérimentalement on mesure la réflectivité R d'un matériau, qui est le rapport de l'intensité 
lumineuse réfléchie sur l'intensité incidente, en fonction de la fréquence de l'onde 
électromagnétique incidente : 

       "        

On peut montrer que cette grandeur s'exprime en fonction de la fonction diélectrique comme 

       "       

Par définition, R=1 correspond à une réflection parfaite de la lumière, et R=0 correspond à 
une transmission totale. 

A partir des formes trouvées dans les chapitres précédents, on peut construire un modèle de 
fonction diéléctrique que nous allons étudier en détails : 

"  

ω = f (k)

⃗E = ⃗E0 exp[i(k x − ωt)]

−k2 ⃗E = − μ0σ (ω)(iω) ⃗E − ω2 εr(ω)
c2

⃗E

k2c2 = ω2 (εr(ω) + i
σ (ω)
ε0ω )

ω =
c

ε (ω)
k

ε (ω) = εr(ω) + i
σ (ω)
ε0ω

n(ω) = ε (ω)

R(ω) =
Iref (ω)
Iinc(ω)

R(ω) =
1 − ε (ω)

1 + ε (ω)

2
=

1 − n(ω)
1 + n(ω)

2

ε (ω) = ε∞ +
ε∞ − εr0

( ω
ωT )

2
− 1

+ i
σDC

ε0ω(1 − iω τ)
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3. Cas des métaux	  
3.1.Fonction diélectrique, fréquence plasma, relation de dispersion 

Afin de simplifier la fonction diélectrique et mettre en lumière les effets physiques pertinents, 
commençons pas évaluer les ordres de grandeur des différents termes de la fonction 
diélectrique :  
- "  et "  sont le plus souvent de l'ordre de l’unité 
-  "  est au maximum de l'ordre de " . Dans le cas de lumière visible, "  et le  

deuxième terme est négligeable devant " .  

Pour évaluer le dernier terme, appelé terme de Drude, on va supposer qu'on a " . Cela 
signifie que la période d’oscillation du champ électrique est beaucoup plus faible que le temps 
de relaxation, et par conséquent les électrons ont une trajectoire principalement dictée par le 
champ et peu par les chocs. On a alors 

	  

" 	  

On a défini la fréquence plasma non écrantée " . Pour beaucoup de bons métaux 

la densité volumique d'électrons de conduction " , et " . Dans le 
domaine visible "  et le terme de Drude seront donc du même ordre de grandeur, et ce 
dernier va dominer à mesure qu'on explore les UV et les rayons X mous.  
Au final, on peut réécrire sous une forme simplifiée la fonction diélectrique dans le domaine 
optique comme  

" 	  

Cette fonction est représentée en figure 3.1. On remarque que celle-ci change de signe pour 
une valeur de pulsation " , appelée fréquence plasma écrantée, donnée par 

"  

Pour des fréquences " , on a " , et l’'indice optique "  n'est pas défini. 
Par conséquent il n'existe pas de mode propagatif  du champ électromagnétique, une onde 
incidente sera totalement réfléchie : le métal se comporte comme un miroir. Au contraire pour    
" , l'indice optique est réel avec une valeur finie, et le champ électromagnétique peut se 
propager dans le métal.  

ε∞ εr0

ωT 1014s−1 ω ≈ 2.1015s−1

ε∞

ω τ ≫ 1

i
σDC

ε0ω(1 − iω τ)
≈ −

σDC

ε0ω2τ

= −
ne2

ε0m ω2
= −

ω2
p,0

ω2

ωp,0 =
ne2

ε0m

n ≈ 1029m−3 ωp,0 ≈ 1016s−1

ε∞

ε (ω) = ε∞ −
ω2

p,0

ω2

ωp

ε (ωp) = ε∞ −
ω2

p,0

ω2
p

= 0 ↔ ωp =
ωp,0

ε∞

ω < ωp ε (ω) < 0 n(ω) = ε (ω)

ω > ωp
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Il en résulte la règle suivante : un métal se comporte comme un miroir pour les rayonnements 
de fréquence inférieure à la fréquence plasma écrantée, et devient transparent au-delà. 

On peut alors établir la relation de dispersion des modes du champ électromagnétique dans le 
métal. Le calcul est direct et donne 

"  

Comme on l'a établi à partir de la fonction diélectrique, la plus petite fréquence possible est    
" , et lorsque la longueur d'onde diminue (et donc l'énergie des photons augmente), la 
dispersion tend asymptotiquement vers celle de photons «  libres  » dans le métal d'indice 
optique "  (cf. figure 3.1). 

              	  
Quelle est la signification physique de la fréquence plasma ? Pour répondre à cette question, 
plaçons-nous dans le régime propagatif  "  et faisons tendre progressivement la fréquence 
de l'onde incidente vers " . On suppose que l'onde incidente est une onde plane transverse de 
vecteur d'onde perpendiculaire à la surface du métal. On écrira dans le métal         
" . La réponse des électrons à ce champ obéit à la relation de 
conservation de la charge : 

      "        

ω2ε∞ − ω2
p,0 = k2c2

ω(k) =
k2c2 + ω2

p,0

ε∞

ωp

n = ε∞

ω > ωp

ωp

⃗E = ⃗E0 exp[i( ⃗k ⋅ ⃗r − ωt)]

∇ ⋅ ⃗j +
∂ρ
∂t

= 0
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4.3.2 Modes plasmons
Quelle est la signification physique de la fréquence plasma ? Pour répondre à cette

question, plaçons-nous dans le régime propagatif ! > !p et faisons tendre progressivement
la fréquence de l’onde incidente vers !p. On suppose que l’onde incidente est une onde
plane de vecteur d’onde perpendiculaire à la surface du métal, et on suppose de manière
très générale que l’onde transmise dans le métal peut avoir une direction différente, ce que
nous allons étudier. On écrira dans le métal

~E = ~E0 exp[i(~k · ~r � !t)]

La réponse des électrons à ce champ obéit à la relation de conservation de la charge :

r ·~j + @⇢

@t
= 0

Avec la loi d’Ohm locale et le théorème de Gauss local, cette relation devient

!"0"(!)~k · ~E = 0

On a alors deux cas possibles :
1. ~k ? ~E et "(!) 6= 0. C’est le régime de propagation d’une onde plane que nous avons

vu plus haut.
2. ~k · ~E 6= 0 et "(!) = 0. Cette condition n’est vérifiée que pour la fréquence plasma

écrantée !p.
La relation de dispersion calculée plus haut montre que le seul mode existant à la

fréquence plasma est le mode k = 0, c’est-a-dire un champ électrique homogène dans le
métal ~E = ~E0 exp(�i!t). Dans ce cas il est évident qu’on a également ~r ^ ~E = ~k ^ ~E = 0,
ce qui signifie que ~k// ~E : le mode à ! = !p est un mode longitudinal. On peut ensuite
calculer la réponse du gaz d’électrons à cette excitation : la loi d’Ohm locale donne

~j = �(!p) ~E ⇡ ne2⌧
�im!p⌧

~E0 exp(�i!pt)

= !p"0"1 ~E0 exp[�i(!pt � ⇡/2)]

UJF M1 PFN 32 Cours PHY 4113

Figure 3.1 - A gauche : fonction diélectrique d’un métal dans le domaine optique. A droite : relation 
de dispersion des champs électromagnétiques dans un métal. 
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Avec la loi d'Ohm locale "  et le théorème de Gauss local " , cette relation 

devient 

      "         

On a alors deux cas possibles : 
- "  et " . C'est le régime de propagation d'une onde plane transverse que nous 

avons vu plus haut. 
- "  et " . Cette condition n'est vérifiée que pour la fréquence plasma écrantée    
" . 

La relation de dispersion calculée plus haut montre que le seul mode existant à la fréquence 
plasma est le mode " , c'est-a-dire un champ électrique homogène dans le métal     
" . Dans ce cas il est évident qu'on a également " , ce qui 
signifie que "  : le mode à "  est un mode d’oscillation longitudinal. 

On peut ensuite calculer la réponse du gaz d'électrons à cette excitation : la loi d'Ohm locale 
donne 

"  

On voit donc que pour une excitation à la fréquence plasma il apparaît un mode d'oscillation 
longitudinale collective des électrons, à la même fréquence et déphasé de " . Ce mode 
résonant s'appelle un plasmon. Il s'agit d'un mode naturel d'oscillation d'un gaz d'électrons, 
que l'on rencontre dans tous les milieux continus chargés, métaux comme plasmas, d'où il tire 
son nom.	  

3.2.Réflectivité et couleur des métaux 
	 	  

La figure 3.2 présente la réfléctivité des métaux nobles (Ag, Au et Cu) en fonction de la 
longueur d'onde de la lumière incidente. 
On voit clairement qu'à grande longueur d'onde (donc à basse fréquence) la réflectivité tend 
vers 1, ce qui signifie que ces métaux sont de bons miroirs pour ces longueurs d'onde. En 
diminuant la longueur d'onde, la réflectivité chute rapidement lorsque la fréquence plasma est 
atteinte (celle-ci est indiquée par les flèches sur la figure). 
A partir de ce graphique on peut déduire la couleur des métaux, telle que nous la percevons : 
le Cu réfléchit principalement les longueurs d'onde dans le jaune et le rouge, ce qui lui donne 
sa couleur rosée. L' Ag réfléchit quasiment tout le spectre visible et laisse passer les UV, ce qui 
lui donne sa couleur gris clair assez mat. L' Au réfléchit un peu plus de vert et de bleu que le 
Cu, ce qui lui donne sa couleur jaune. A noter que l'indigo et les UV proches ont une 
réfléctivité non négligeable, ce qui contribue à donner à l'Au un certain éclat. 

⃗j = σ (ω) ⃗E ⃗∇ ⋅ ⃗E =
ρ
ε0

ωε0ε (ω) ⃗k ⋅ ⃗E = 0

⃗k ⊥ ⃗E ε (ω) ≠ 0

⃗k ⋅ ⃗E ≠ 0 ε (ω) = 0
ωp

k = 0
⃗E = ⃗E0 exp(−iωt) ⃗∇ ∧ ⃗E = ⃗k ∧ ⃗E = 0

⃗k // ⃗E ω = ωp

⃗j = σ (ωp) ⃗E ≈
ne2τ

−im ωpτ
⃗E0 exp(−iωpt)

= ωpε0ε∞
⃗E0 exp[−i(ωpt − π /2)]

π /2

�29



UGA M1 PFN 2018-2019	 	 Cours de Physique du Solide et Magnétisme

	 	  
3.3.Comportement à basse fréquence - Effet de peau 

	 	  
On vient de voir qu'au-delà de la fréquence plasma un métal devient transparent et laisse se 
propager un champ électromagnétique, mais reste opaque pour des fréquences plus faibles 
que la fréquence plasma. Cependant, dans la limite des basses fréquences (   "    ), la 
conductivité de Drude est maximale, ce qui signifie que le champ électromagnétique pénètre 
au coeur du conducteur. On va maintenant étudier comment on passe d'une excellente 
conductivité à une quasi-opacité, en considérant en détails la répartition spatiale du champ 
dans le conducteur. 
Dans la limite "  et " , la relation de dispersion d'une onde plane incidente 
s'écrit 

       "     ou    "  

             

En se rappelant que     "    , on obtient le vecteur d'onde complexe 

        "         

Et le champ électrique dans le conducteur devient 

      "    . 

ω ≪ ωp

ω ≪ ωT ≪ ωp σ ≫ 1

k2c2 ≈ iω
σDC

ε0
k ≈ iμ0ωσDC

i =
1 + i

2

k ≈ (1 + i )
μ0ωσDC

2
= k0 + i /δ

⃗E = ⃗E0 exp[i(k0x − ωt)]exp(−x /δ )
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Figure  3.2  -  Réflectivité  des  métaux nobles  en fonction de  la  longueur d’onde du rayonnement 
incident.  
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On voit donc que pour une excitation à la fréquence plasma il apparaît un mode d’os-
cillation longitudinale collective des électrons, à la même fréquence et déphasé de ⇡/2.
Ce mode résonant s’appelle un plasmon. Il s’agit d’un mode naturel d’oscillation d’un
gaz d’électrons, que l’on rencontre dans tous les milieux continus chargés, métaux comme
plasmas, d’où il tire son nom.

4.3.3 Réflectivité et couleur des métaux
La figure ci-dessous présente la réfléctivité des métaux nobles (Ag, Au et Cu) en fonction

de la longueur d’onde de la lumière incidente. On voit clairement qu’à grande longueur
d’onde (donc à basse fréquence) la réfléctivtié tend vers 1, ce qui signifie que ces métaux sont
de bons miroirs pour ces longueurs d’onde. En diminuant la longueur d’onde, la réfléctivité
chute rapidement lorsque la fréquence plasma est atteinte (celle-ci est indiquée par les
flèches sur la figure). A partie de ce graphique on peut déduire la couleur des métaux, telle
que nous la percevons : le Cu réfléchit principalement les longueurs d’onde dans le jaune et
le rouge, ce qui lui donne sa couleur rosée. L’ Ag réfléchit quasiment tout le spectre visible
et laisse passer les UV, ce qui lui donne sa couleur gris clair assez mat. L’ Au réfléchit
un peu plus de vert et de bleu que le Cu, ce qui lui donne sa couleur jaune. A noter que
l’indigo et les UV proches ont une réfléctivité non négligeable, ce qui contribue à donner à
l’Au un certain éclat.
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4.3.4 Comportement à basse fréquence - Effet de peau
On vient de voir qu’au-delà de la fréquence plasma un métal devient transparent et laisse

se propager un champ électromagnétique, mais reste opaque pour des fréquences plus faibles
que la fréquence plasma. Cependant, dans la limite des basses fréquences (! << !p), la
conductivité de Drude est maximale, ce qui signifie que le champ électromagnétique pénètre
au coeur du conducteur. On va maintenant étudier comment on passe d’une excellente
conductivité à une quasi-opacité, en considérant en détails la répartition spatiale du champ
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La solution des équations de Maxwell est donc une onde évanescente, avec une longueur 
d'atténuation   "   , appelée épaisseur de peau : 

        "         

L'épaisseur de peau est infinie à fréquence nulle, ce qui signifie que le champ électrique 
pénètre totalement dans le métal. Lorsque la fréquence augmente, l'épaisseur de peau diminue 
et le champ est de plus en plus localisé à la surface du conducteur : cette localisation est 
appelée effet de peau, et doit être souvent prise en compte dans le transport du signal à haute 
fréquence (câbles ethernet, ADSL, etc...). 
Pour le Cu, de résistivité typique  " , on aura les épaisseurs de peau suivantes : 
- à "  Hz, "  m. Dans un fil cylindrique de quelques mm de diamètre le champ 

peut être considéré comme constant sur toute la section du fil. 
- à "  GHz, " . Cette forte localisation du courant au voisinage de la surface du 

conducteur rend le signal très sensible aux perturbations extérieures, et pour éviter cela les 
câbles haute fréquence sont en général entourés d'un blindage électromagnétique. 

4. Cas des diélectriques ioniques 

4.1.Fonction diélectrique - Relation de Lydane-Sachs-Teller 

Dans le cas d'un diélectrique ionique, la conductivité électrique est négligeable, et la fonction 
diélectrique tient compte des polarisabilités atomique et de déplacement, comme on l'a établi 
au chapitre précédent : 
         

"      

avec        "      

La fonction diélectrique du modèle de solide ionique est à nouveau représentée en figure 3.3. 
La fonction diélectrique diverge pour " , et s'annule pour une fréquence particulière     
" . Pour "  , on a une bande interdite où " . 
Pour comprendre la signification physique de "   et " , on peut  se rappeler  
- qu'il n'y a pas de charges libres dans le diélectrique, ce qui se traduit par l'équation  
       "        
- qu'on s'est placé dans l'approximation des grandes longueurs d'onde, ce qui se traduit par  
       " .       
- que la polarisation des ions est " . 

δ
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ω2
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Comme on l'a fait pour les modes plasmons, en introduisant des solutions propagatives du 
type "  , ces relations deviennent 

"  

Il découle de ces relations que 
- pour un mode transverse quelconque,"  et " , ce qui correspond à " . Dans 

ce cas on a propagation simultanée du champ et d'une onde de polarisation transverse.  
- pour " , on a " . Cela correspond toujours à un mode transverse, mais pour 

vérifier les trois relations ci-dessus et conserver une polarisation transverse finie, on doit 
avoir " . Physiquement on a donc uniquement propagation d'une onde de polarisation 
transverse. Le champ électrique a excité un mode propre de vibration transverse des ions de 
fréquence "  : on dira que "  est la fréquence des modes de phonons optiques transverses 
de grande longueur d'onde (d'où l'indice "T"...).    

- pour un mode longitudinal du champ on aura " , ce qui n'est possible que si  " , 
ce qui correspond au cas " . Dans ce cas "  et "  également. Le champ et 
la polarisation sont longitudinaux. La fréquence "  est donc la fréquence propre de 
vibration longitudinale des ions : on dira que "  est la fréquence des modes de phonons 
optiques longitudinaux de grande longueur d'onde (d'où l'indice "L"...).  

On peut montrer que ces deux fréquences propres sont reliées aux valeurs limites de la 
fonction diélectrique. 
En effet, on a 

"  

d'où l'on tire la relation de Lydane-Sachs-Teller (LST) :  

" 	  

⃗E = ⃗E0 exp[i( ⃗k ⋅ ⃗r − ωt)]

ε0ε (ω) ⃗k ⋅ ⃗E = 0
⃗k ∧ ⃗E ≈ 0

⃗P = ε0[ε (ω) − 1] ⃗E

⃗k ⊥ ⃗E ⃗k ⊥ ⃗P ε (ω) > 0

ω = ωT ε → ∞

⃗E = ⃗0

ωT ωT
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La fonction diélectrique du modèle de solide ionique est à nouveau représentée en figure
4.1 . On peut remarquer que la fonction diélectrique diverge pour ! = !T , et s’annule pour
une fréquence particulière ! = !L. Pour !L < ! < !T , on a une bande interdite où n < 0.

ε(ω)

ωωT ωL

εr0
ε∞

Bande interdite ε(ω)<0 

Figure 4.1 – Modèle de fonction diélectrique d’un solide ionique.

Pour comprendre la signification physique de !T et !L, on peut se rappeler
1. qu’il n’y a pas de charges libres dans le diélectrique, ce qui se traduit par l’équation

~r · ~D = 0 , "0"(!)~r · ~E = 0

2. qu’on s’est placé dans l’approximation des grandes longueurs d’onde, ce qui se tra-
duit par

~r ^ ~E ⇡ 0

3. que la polarisation des ions est

~P = "0["(!) � 1] ~E

Comme on l’a fait pour les modes plasmons, en introduisant des solutions propagatives
du type ~E = ~E0 exp[i(~k · ~r � !t)], ces relations deviennent

"0"(!)~k · ~E = 0
~k ^ ~E ⇡ 0

~P = "0["(!) � 1] ~E

Il découle de ces relations que
1. pour un mode transverse quelconque, ~k ? ~E et ~k ? ~P , ce qui correspond à "(!) > 0.

Dans ce cas on a propagation simultanée du champ et d’une onde de polarisation
transverse.
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4.2.Relations de dispersion - Polaritons 
	 	 	  

La relation de dispersion pour le solide diatomique ionique est  

"  

qui peut se réécrire sous la forme  

"  

Cette relation de dispersion est représentée en figure 3.4. Il existe deux branches dispersives 
séparées par la bande interdite que nous avons décrite précédemment. 

		

		

	

k2c2 = ω2 ε∞ +
ε∞ − εr0

( ω
ωT )

2
− 1

ω2 =
εr0ω2

T + k2c2

2ε∞
1 ± 1 −

4ε∞ω2
T k2c2

(εr0ω2
T + k2c2)2

�33

Figure 3.4 : dispersions des modes couplés du champ et du réseau de grande longueur d’onde. Les 
parties linéaires correspondent à la propagation d’une onde électromagnétique (photon), et la partie 
non dispersive correspond à la propagation d’une onde de polarisation transverse du réseau (i.e. un 
phonon optique).  La  zone  où  les  dispersions  sont  courbées  correspond à  la  propagation  de  modes 
hybrides photon-phonon, appelés polaritons.
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THEORIE SEMI-CLASSIQUE DES METAUX : 
MODELE DE SOMMERFELD 

Bien que le modèle de Drude permette d'expliquer avec un certain succès les propriétés 
électromagnétiques des métaux simples, il se révèle incapable de reproduire les propriétés 
thermodynamiques de ces métaux. Citons entre autres la loi de Wiedemann-Franz, le pouvoir 
thermoélectrique 100 fois plus élevé que dans les mesures expérimentales, et surtout le 
comportement linéaire en T de la chaleur spécifique à basse température, alors que la théorie 
classique prédit une constante.  
Dans la théorie cinétique des gaz, les particules sont discernables, position et impulsion de 
chaque particule sont parfaitement définies, et par conséquent le micro-état d'un gaz de N 
particules est un point unique ( " ) dans l'espace des phases. Il en résulte que la 
distribution en énergie des particules obéit à la loi de Maxwell-Boltzmann. 

La description de Sommerfeld conserve l'hypothèse d'un gaz d'électrons libres, mais applique 
les principes de base de la mécanique quantique : 
- les électrons sont des particules indiscernables : un micro-état donné reste identique par 

permutation de deux électrons. 
- le principe de Pauli interdit la double occupation d'un état quantique 
- en raison du principe de Heisenberg  " , un micro-état à N particules occupe un 

volume  "  de l'espace des phases. 
  

1. Propriétés d'un gaz d'électrons libres à température nulle 
	  

Dans tout ce qui suit on négligera le potentiel cristallin périodique, et on le remplacera par 
une constante :  " , que l'on peut choisir comme nulle par commodité. On va alors 
traiter les électrons comme un gaz de particules libres. 

1.1.Etats propres et énergies du gaz d'électrons libres 

	 	  
On recherche les fonctions d'ondes  "  et les énergies  E  du gaz d'électrons. 

Avec les hypothèses introduites ci-dessus, l'équation de Schrödinger s'écrit  

"  

et les états propres solutions sont des ondes planes dont la fonction d'onde s'écrit 

"  

⃗rN , ⃗pN

Δ ⃗rΔ ⃗p ≥ ℏ
h3N

V ( ⃗r ) = V0

Φ( ⃗r )

−
ℏ2

2m
ΔΦ = EΦ

Φ( ⃗r ) =
1

V
ei ⃗k . ⃗r
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où V est le volume du métal. Pour un système de taille finie, et a fortiori périodique comme un 
cristal, on peut utiliser les conditions aux limites périodiques de Born et Von-Karman : si on 
appelle  "  la longueur du cristal dans la direction "  ( " ), on a  
 

"  

où  "  est un nombre entier. L'état quantique d'un électron sera donc donné par le triplet 
(" ). Si on néglige le spin, le principe de Pauli impose un seul électron par valeur du 
triplet " . Il en résulte que dans l'espace des vecteurs d'onde, un état quantique à un électron 

occupe un volume  "  (voir figure 4.1). 

L'énergie des états propres s'écrit 

"  

Pour obtenir l'énergie du système à N électrons, on remplit les états  "  à énergie croissante, 
avec 2 électrons par triplet  "  en tenant compte du spin. Le vecteur d'onde de l'état 
occupé de plus haute énergie est appelé vecteur d'onde de Fermi, et est noté  " . L'énergie 
correspondante est appelée énergie de Fermi (ou niveau de Fermi),  " . 
Le vecteur d'onde de Fermi peut s'exprimer en fonction du nombre de particules en tenant 
compte de la conservation de la matière : on doit placer N particules à raison de 2 particules 
par volume  "  dans l'espace des phases (cf  figure 4.2) : 

"  

Li ri ri = x , y, z

Φ(ri + Li) = Φ(ri)
⇒ ei(kiri+kiLi) = eikiri

⇒ eiki.Li = 1

⇒ ki =
2π ni

Li

ni
nx, ny, nz

ni

τ =
(2π)3

LxLyLz

E =
ℏ2k2

2m
=

ℏ2

2m
(k 2

x + k 2
y + k2

z )

ki
(kxi, kyi, kzi)

kF
EF

τ
kx,F

∑
−kx,F

ky,F

∑
−ky,F

kz,F

∑
−kz,F

2( 2π
LxLyLz

)
−3

= N
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Figure  4.1  :  espace  des  phases  pour  un  gaz  de 
fermions libres obéissant aux conditions de Born-
Von  Karman.  Chaque  état  quantique  de  vecteur 
d’onde (kx,ky,kz) occupe un volume fini τ.
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et l'énergie de Fermi s'écrit  " . 

Pour la suite on prendra " . Pour un système macroscopique on a  " , et par 

conséquent  "  peut être traité comme une variable continue :  " . 

"  

Le facteur " dans la dernière intégrale est par définition le nombre d’états k possibles par 

unité de volume de l’espace réciproque, appelé densité d’états en vecteur d’onde, et sera 
noté " .  
On peut donc écrire que le le nombre "  d’états possibles dans un volume "  est 

"  
et la conservation du nombre d’ électrons pourra s’écrire comme 

"  

Pour un gaz d'électrons libres isotropes, les surfaces isoénergétiques sont des sphères de rayon  

" . Il est alors commode d'exprimer l'élément de volume "  en coordonnées 

sphériques :  " , et la conservation de la matière s'écrit (avec  "  le volume du 
gaz d'électrons) : 

"  

E =
ℏ2

2m
(k2

x,F + k 2
y,F + k2

z,F)

Lx = Ly = Lz = L L ≫ 1
⃗k ∑ ∑ ∑

k

→ ∭ d3k

kx,F

∑
−kx,F

ky,F

∑
−ky,F

kz,F

∑
−kz,F

2( 2π
LxLyLz

)
−3

= N ⇒ 2∭états occupés (2π
L )

−3
d3k = N

( L
2π )

3

g(k)

d N d3k

d N = g(k)d3k

N = 2∫ ∫ ∫k<kF

g(k)d3k

k =
2m E

ℏ2
d3k

d3k = 4πk2d k L3 = V

2∫
kF

0
(2π

L )
−3

4πk2d k = N ⇔
V

3π2
k3

F = N

⇒ kF = (3π2 N
V )1/3 = (3π2n)1/3

⇒ EF =
ℏ2

2m
k2

F =
ℏ2

2m
(3π2n)2/3
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Figure 4.2 : surface isoénergétique du gaz d’électrons 
isotrope. On voit que dans la limite                            

le  volume de chaque état  devient infinitésimal et  les 
surfaces isoénergétiques deviennent des sphères.

L → ∞
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La surface définie par  "  ou  "  est appelée surface de Fermi. Dans le cas du gaz 
d'électrons libres, la surface de Fermi est donc une sphère de rayon  " . La figure 4.3 
présente les surfaces de Fermi calculées pour les éléments chimiques métalliques à l'état 
naturel. On peut remarquer que les alcalins (la colonne du Li) et les métaux nobles (Cu, Ag, 
Au) ont une surface de Fermi quasiment sphérique, ce qui signifie que les électrons de valence 
sont presque libres. Pour les autres métaux l'influence du potentiel cristallin est non 
négligeable et les surfaces de Fermi ont une forme beaucoup plus complexe. 

k = kF E = EF
k = kF
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CHAPITRE 5. THÉORIE SEMI-CLASSIQUE DES MÉTAUX : MODÈLE DE
SOMMERFELD

Figure 5.1 – Surfaces de Fermi calculées des éléments métalliques. Pour plus d’informa-
tions, consultez le site http ://www.phys.ufl.edu/fermisurface/
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Figure 4.3 : Surfaces de Fermi calculées pour les éléments métalliques. Pour plus d’informations, 
consultez le site http://www.phys.ufl.edu/fermisurface

http://www.phys.ufl.edu/fermisurface
http://www.phys.ufl.edu/fermisurface
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La vitesse des électrons s'obtient en appliquant l'opérateur quantité de mouvement  
"  sur les états propres "  définis précédemment, dans la limite non relativiste : 

"  

On appelle vitesse de Fermi  "  la vitesse des électrons au niveau de Fermi :  " . 

Remarque :  quand on prend en compte l’interaction des électrons avec le potentiel cristallin, 
les relations de dispersion "  ne sont plus paraboliques. Cependant on pourrait facilement 
montrer que dans le cas général (non relativiste) la vitesse des électrons à énergie et vecteur 

d'onde donnés s'exprime comme  " .  

On exprime habituellement les distances en " , les énergies en eV et les vitesses en cm/s, qui 
sont les échelles spatiales et d'énergie les plus adaptées à l'étude des solides. Pour un métal de 
maille cristalline cubique de côté a, avec Z électrons par maille, les grandeurs de Fermi 
s'écrivent (sachant que " ) : 

Prenons comme exemple le cuivre : la structure cristalline est cubique à faces centrées, de 
paramètre " . Il y a donc 4 atomes par maille, et le cuivre étant monovalent, on a Z=4 
électrons par maille. On obtient alors les valeurs suivantes pour les paramètres de Fermi : 

"  

Ces valeurs sont typiques pour la plupart des métaux. Il est intéressant de remarquer que les 
électrons les plus énergétiques ont une vitesse non négligeable, de l'ordre de 1% de la vitesse 
de la lumière, alors même qu'on s'est placé à température nulle !!! Dans l'hypothèse de Drude d'un gaz 

parfait classique, la vitesse électronique moyenne est de l'ordre de grandeur de  " , soit 

environ  "  à T= 300 K et une vitesse nulle à T=0 ! C'est bien le principe 

̂p = − iℏ ⃗∇ Φ

̂vΦ =
̂p

m
Φ =

−iℏ
m

⃗∇ Φ =
ℏ ̂k
m

Φ

⇒ ⃗v =
ℏ ⃗k
m

vF vF =
ℏkF

m

E(k)

⃗v =
1
ℏ

⃗∇k E

Å

n = N /V = Z /a3

�kF

�
3,57.108 × Z1/3

a

�vF =
ℏkF

m

�
17,8 × Z2/3

a2

�EF =
ℏ2k2

F

2m

�( 3Z
π )

1/3 π
a

a = 3.6Å

kF = 1,36 Å−1

EF = 3,43 eV
vF = 2,48.108 cm . s−1 ≈ c /100

kBT
m

7.106 cm . s−1 ≈ vF /100
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de Pauli qui joue un rôle majeur dans les propriétés physiques des solides (et de la matière 
condensée en général), en imposant que les électrons soient distribués sur une gamme 
d'énergie bien plus grande que l'énergie thermique moyenne, contrairement aux hypothèses 
de Drude. 

On peut également tester la pertinence de l'hypothèse de Drude selon laquelle les électrons 
subissent des collisions sur les ions (supposés fixes) du réseau. On peut estimer le libre parcours 
moyen électronique "  à partir de la vitesse de Fermi et du temps de relaxation comme  
" . Cette valeur est bien plus grande que le pas du 
réseau cristallin (quelques " ), ce qui permet d'invalider l'hypothèse de Drude.  
On montrera par la suite que les défauts du cristal dont l'échelle typique est du même ordre de 
grandeur que le libre parcours moyen électronique ne sont pas des défauts statiques mais des 
défauts "dynamiques" résultant des vibrations du réseau. En mécanique quantique ces 
vibrations sont quantifiées sous forme de phonons, et l'interaction électron-phonon est en 
grande partie responsable de la résistivité des métaux. 

1.2.Limite semi-classique et densité d'états 

	  
On vient de voir que pour un cristal macroscopique, les nombres quantiques et les énergies 
peuvent être considérés comme des variables continues. Mais peut-on pour autant traiter les 
électrons comme un gaz parfait classique ? 

On définit la température de Fermi par : " . 

Cette température donne l'ordre de grandeur de l'énergie thermique à apporter au gaz 
d'électrons pour que l'équipartition de l'énergie surpasse le principe de Pauli dans l'occupation 
des niveaux électroniques. Il en résulte que tant qu'on a "  le gaz d'électrons doit être 
traité de façon quantique. Pour un métal standard à  T<300 K  cela sera toujours le cas. 
Cependant, pour un cristal de dimension L et de distance interatomique a, l'écart entre deux 
niveaux d'énergie est " . Les ordres de grandeur typiques sont  "  et  " , 

ce qui donne : 

"  pour un échantillon macroscopique.  

Si on compare à l'énergie thermique: " . 

On s'aperçoit que le pas de quantification  est  1000  fois plus petit que l'énergie thermique, et 
ne jouera pas de rôle dans les propriétés physiques. Cela justifie de considérer  "  et "  comme 
des variables continues sur toute la gamme des températures, sauf  au voisinage du 0 absolu : 

en effet à 3K, " . 

l
l = vFτ ≈ 108 × 10−14 ≈ 10−6 cm = 100Å

Å

TF =
EF

kb
∼ 30000 K

TF ≫ T

ΔE =
a
L

a ≈ 1Å L ≈ 10−3 m

ΔE
E

≈ 10−7

ΔE
kbT300 K

≈ 10−4

⃗k E

ΔE
kbT3 K

≈ 10−2
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Pour pouvoir observer les effets de la quantification, il faudra donc se trouver à très basse 
température et/ou considérer un système microscopique. Cher étudiant qui lit ce cours, 
réjouis-toi : Grenoble possède précisément des laboratoires de rang mondial dans le domaine 
des basses températures et de la nanophysique (Institut Néel et CEA). Ô joie ! 

La dégénérésecence du spectre en énergie du gaz d'électron va apparaitre via la densité 
d'états, i.e. le nombre d'états par unité d'énergie (ou par atome, ou par unité de volume...). 
Cette densité est notée " . 

Le nombre d'états "  compris entre "  et "  s’écrit : " , 

et comme  "  on peut réécrire cette équation à l’aide de la densité états en vecteur 

d’onde : "  

où D est la dimensionnalité du système.  

Par exemple, pour un gaz d'électrons libres isotrope en 3D: 

"  

Or  "  et " . 

On obtient finalement  "  

"  

En généralisant à toutes les dimensionnalités, on obtient le tableau suivant: 

g(E )

d N E E + d E d N = g(E )d E

E = E( ⃗k )

d N = 2
1

( 2π
L )

D dDk = gD(k)dDk

d N = 2 ( L
2π )

3

d3k

=
2V
8π3

4πk2d k

=
V
π2

k2d k = g(E )d E

E =
ℏ2k2

2m
⟹ k2 =

2m E
ℏ2

d E =
ℏ2k
m

d k

g(E )d E =
V
π2

2m E
ℏ2

m
ℏ2

ℏ2

2m E
d E

g(E ) =
V

2π2 ( 2m
ℏ2 )

3
2

E

Dimensionnalité D 1D - D=1 2D - D=2 3D - D=3

"2 ×
L3

8π3
=

V
4π3

"2 ×
L
2π

"2πk dk"dDk

"
L3

2π2 ( 2m
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3/2

E"
L
π

2m
ℏ2

1

E

"2 ×
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=

S
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"  avec spingD(k)

"4πk2dk"2 × dk

"
m L2

πℏ2
"g(E )
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Les densités d'état "  sont représentées dans la figure 4.4. 

Les grandeurs physiques à "  peuvent toutes s'exprimer à partir de la densité d’états. Par 
exemple le nombre de particules : 

"  

et l’énergie totale du gaz à T=0 : 

"  

On peut remarquer que les grandeurs physiques à T=0 peuvent toutes s’exprimer en fonction 
des paramètres microscopiques au niveau de Fermi, ce qui restera le cas à température finie, 
comme nous allons le voir maintenant. 

gD(E )

T = 0 K

N = ∫
EF

0
g(E )d E

=
V

2π2 ( 2m
ℏ2 )

3
2

∫
EF

0
Ed E

=
2
3

EFg(EF)

E0 = ∫
EF

0
Eg(E )d E

=
V

2π2 ( 2m
ℏ2 )

3
2

∫
EF

0
E3/2d E

=
3
5

NEF
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Figure 5.2 – Densités d’états du gaz d’électrons libres en fonction de la dimensionnalité.

N =
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0

g(E)dE =
V

2⇡2

✓
2m

~2

◆ 3
2
Z EF

0

p
EdE =

2

3
EFg(EF ) (5.-19)

E0 =

Z EF

0

Eg(E)dE =
V

2⇡2

✓
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0

E3/2dE =
3

5
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5.2 Propriétés du gaz d’électrons libres à température
non nulle

5.2.1 Occupation d’états fermioniques,distribution statistique de
Fermi-Dirac

A température nulle, tous les états d’énergie E  EF sont occupés, et les autres sont
vides. Le principe de Pauli impose d’avoir au maximum 1 seul électron par état quantique.
On peut donc définir une fonction d’occupation d’un état fermionique, f(E, T ) telle que

— f(E  EF , 0) = 1
— f(E > EF , 0) = 0
A température finie, la physique statistique permet de montrer que la probabilité d’oc-

cuper un état quantique d’énergie E à température non nulle pour un fermion est donnée
par la distribution de Fermi-Dirac :

f(E) =


exp

✓
E � µ

kBT

◆
+ 1

��1

= [exp (�(E � µ)) + 1]�1 (5.-19)
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Figure 4.4 : Densité d’états d’un gaz d’électrons libres 

en fonction de sa dimensionnalité.
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2. Propriétés du gaz d'électrons libres à température non nulle 

2.1.Occupation d'états fermioniques - distribution statistique de Fermi-Dirac 
A température nulle, tous les états d'énergie  "  sont occupés, et les autres sont vides. Le 
principe de Pauli impose d'avoir au maximum 1 seul électron par état quantique. On peut 
donc définir une fonction d'occupation d'un état fermionique,  f(E,T)  telle que  

"  

A température finie, la physique statistique permet de montrer que la probabilité d'occuper un 
état quantique d'énergie E à température non nulle pour un fermion est donnée par la 
distribution de Fermi-Dirac (cf  figure 4.5) : 

"  

Ou  "  est le potentiel chimique du gaz d'électron. A  T=0  on a " . Les propriétés 
remarquables de cette distribution sont : 

- "  

- "  

Cette fonction de distribution intervient dans le calcul de grandeurs physiques à   T>0 . Par 
exemple, la valeur moyenne de l’énergie totale du gaz à T>0 : 

"  

En général ces intégrales n'ont pas de solution analytique et doivent être résolues 
numériquement. Cependant, il existe un développement de ces intégrales qui permet de faire 

des prédictions analytiques dans la limite  "  : c'est le développement de Sommerfeld. 

E ≤ EF

f (E, T = 0) = {1, E ≤ EF

0, E > EF

f (E, T ) = [exp ( E − μ
kBT ) + 1]

−1

= [exp (β(E − μ)) + 1]
−1

μ EF = μ

f (μ , T ) =
1
2

f (E − μ , T ) = 1 − f (μ − E, T )

⟨E(T )⟩ = ∫
∞

0
Eg(E )f (E, T )d E

kBT
EF

≪ 1

�42

CHAPITRE 5. THÉORIE SEMI-CLASSIQUE DES MÉTAUX : MODÈLE DE
SOMMERFELD

Ou µ est le potentiel chimique du gaz d’électron. A T = 0 on a EF = µ. L’une des
propriétés de cette distribution est :

f(µ) =
1

2

De plus

f(E � µ) = 1 � f(µ � E)

T ! 1

T = 0T1

T2 > T1f(E)

E
0

1

0.5

µ

Figure 5.3 – Distribution de Fermi-Dirac pour différentes températures.

Cette fonction de distribution intervient dans le calcul de grandeurs physiques à T > 0.
Par exemple, la valeur moyenne de l’énergie :

hEi =
Z 1

0

Eg(E)f(E)dE (5.-19)

En général ces intégrales n’ont pas de solution analytique et doivent être résolues numé-
riquement. Cependant, il existe un développement de ces intégrales qui permet de faire des
prédictions analytiques dans la limite kBT/EF ⌧ 1 : c’est le développement de Sommerfeld.

5.2.2 Développement de Sommerfeld
On cherche des intégrales du type :

hAi =
Z 1

0

A(E)f(E)dE

Pour cela on définit une fonction K(E) telle que :
— A(E) = @K

@E

— K(0) = 0
— K  En 8n
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Figure 4.5 : Distribution de Fermi-Dirac 
à différentes températures.
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2.2.Développement de Sommerfeld 

On cherche des intégrales du type:  "  

Pour cela on définit une fonction  "  telle que : 

- "  

- "  
- "  

On modifie alors l'intégrale :  

"  

Or  

"  

Donc 

"  

Or, on peut voir sur le graphique 4.6 que la dérivée de f  est non nulle uniquement au 
voisinage du potentiel chimique, et constitue même une distribution "  de Dirac pour T=0. 

⟨A⟩ = ∫
∞

0
A(E )f (E )d E

K(E )

A(E ) =
∂K
∂E

K(0) = 0

K ≤ En ∀n

⟨A⟩ = ∫
∂K
∂E

f (E )d E

= [K f ]∞
0

− ∫
∂f (E )

∂E
K(E )d E

K(0) = 0; f (0) = 1
f (∞) = 0}[K f ]∞

0 = 0

⟨A⟩ = − ∫
∂f (E )

∂E
K(E )d E

δ
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Figure 4.6 : Fonctions dérivées de la distribution de Fermi-Dirac intervenant dans le développement 
de Sommerfeld..
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Figure 5.4 – Fonctions dérivées de la distribution de Fermi-Dirac intervenant dans le
développement de Sommerfeld.

5.2.3 Propriétés thermodynamiques
Potentiel chimique

On a vu plus haut que :

N =

Z 1

0

g(E)f(E)dE =

Z µ

0

g(E)dE +
⇡2

6
g0(µ)(kBT )

2

=

Z EF

0

g(E)dE +

Z µ

EF

g(E)dE

| {z }
(avec EF⇡µ)

+
⇡2

6
g0(µ)(kBT )

2

= N +
z }| {
(µ � EF )g(EF )+

⇡2

6
g0(EF )(kBT )

2

µ(T ) = EF � ⇡2

6

g0(EF )

gEF

(kBT )
2

On résume :

1D g(E) / 1p
E

g0(E) < 0 @µ
@T > 0

2D g(E) = cst g0(E) = 0 @µ
@T = 0

3D g(E) /
p
E g0(E) > 0 @µ

@T < 0

Energie moyenne et chaleur spécifique

On a vu plus haut, (5.2.1)

hEi =
Z 1

0

Eg(E)f(E)dE
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Il est donc justifié de faire un développement autour de  " : 

"  

On réécrit alors: 

"  

En remarquant que 
- par définition le premier terme vaut 1 (cf. distribution "  de Dirac) 
- le deuxième terme est  nul (cf  figure 4.6), 

on obtient finalement: 

On effectue le changement de variable: " ,  "  et on reporte: 

"  

Or "  (intégrale tabulée) et on obtient "  

 

D'où, pour  "  

"  

Ce résultat constitue le développement de Sommerfeld des observables d’un gaz de Fermions. Il reste 
valable tant que la gamme d’énergie sur laquelle la distribution de Fermi "  est modifiée 
par la température (de l’ordre de " ) est faible devant le potentiel chimique (de l’ordre de 
" ). Par exemple pour le Cu à 300K, "  et le développement est 
encore valable. 
On va maintenant appliquer ce résultat à l'étude des propriétés thermodynamiques et de 
transport des métaux simples. 

E = μ

K(E ) = K(μ) + (E − μ)K′�(μ) +
(E − μ)2

2
K′�′�(μ)

⟨A⟩ = ∫
∞

0
−

∂f
∂E

d E + K′ �(μ)∫
∞

0
− (E − μ)

∂f
∂E

d E + K′�′ �(μ)∫
∞

0

−(E − μ)2

2
∂f
∂E

d E

δ

x = β(E − μ) d x = βd E

⟨A⟩ = K(μ) +
K′�′�(μ)
2β2 ∫

∞

−βμ

x2ex

(ex + 1)2
d x = K(μ) +

K′ �′ �(μ)
2β2 ∫

∞

−∞

x2ex

(ex + 1)2
d x

∫
∞

−∞

x2ex

(ex + 1)2
d x =

π2

3
⟨A⟩ = K(μ) +

K′�′�(μ)
2β2

π2

3

kBT
μ

≪ 1

⟨A⟩ = ∫
μ

0
A(E )d E +

π2

6
A′�(μ)(kBT )2

f (E, T )
kBT

kBTF T /TF ≈ 300/30000 = 0,01

�44

⟨A⟩ = K(μ) + K′�′�(μ)∫
∞

0

(E − μ)2

2
βeE−μ

(eβ(E−μ) + 1)2
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2.3.Propriétés thermodynamiques 

2.3.1.Potentiel chimique 

On a vu plus haut que : 

"  

Pour le deuxième terme on a supposé que "  et développé l’intégrale au 1er ordre. 

De cette équation on tire directement l’expression du potentiel chimique : 

"  

Il apparaît que le potentiel chimique dépend de la température du gaz d’électrons. Le sens de 
variation va dépendre du signe de " , comme il est résumé dans le tableau ci-dessous dans 
le cas des électrons libres : 

Vérifions a posteriori si l’hypothèse "  était justifiée.  

En 3D on a " . 

Alors   "  

On voit donc que pour les métaux dont l’énergie de Fermi est de l’ordre de quelques eV, on 
peut faire l’approximation "  à toute température entre 0 et 300 K. 

N = ∫
∞

0
g(E )f (E )d E = ∫

μ

0
g(E )d E +

π2

6
g′�(μ)(kBT )2

= ∫
EF

0
g(E )d E + ∫

μ

EF

g(E )d E +
π2

6
g′�(μ)(kBT )2

= N + (μ − EF)g(EF) +
π2

6
g′ �(EF)(kBT )2

|EF − μ |
EF

≪ 1

μ(T ) = EF −
π2

6
g′�(EF)
g(EF)

(kBT )2 = EF [1 −
π2

6
EFg′�(EF)

g(EF) ( kBT
EF )

2

]

g′�(EF)

Dimensionnalité

1D

2D

3D

� > 0� ∝ E−1/2

� = 0

� < 0

�
∂μ
∂T

�g(E )

� ∝ E1/2

� < 0

� = 0� = cte

� > 0

�g′�(E )

|EF − μ |
EF

≪ 1

g(E ) =
V

2π2 ( 2m
ℏ2 )

3/2

E ⇒ g′�(E ) =
g(E )
2E

|EF − μ |
EF

=
π2

6
EFg′ �(EF)

g(EF) ( kBT
EF )

2

=
π2

12 ( kBT
EF )

2

=
π2

12 ( T
TF )

2

≪ 1

μ ≈ EF
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2.3.2.Energie moyenne et chaleur spécifique 

On a vu plus haut que "  

En utilisant le développement de Sommerfeld: 

"  

D’après le paragraphe précédent, on a "  

et on obtient 

"  

 
La chaleur spécifique électronique vaut alors 

"  

"  est appelé coefficient de Sommerfeld. On voit donc que la chaleur spécifique électronique 
est directement proportionnelle à la densité d’états au niveau de Fermi ! 

La figure 4.7 ci-dessous présente la mesure de la chaleur spécifique d'un échantillon ultra-pur 
de Cu. La ligne continue est un ajustement par une loi de type  

 "   

où le premier terme est le coefficient de Sommerfeld, et le deuxième terme est la contribution 
de phonons du réseau cristallin, qui sera traitée en détails au chapitre 5. 

⟨E ⟩ = ∫
∞

0
Eg(E )f (E )d E

⟨E ⟩ = ∫
EF

0
Eg(E )d E + ∫

μ

EF

Eg(E )d E +
π2

6
(EFg′�(EF) + g(EF))

= ET=0 + (μ − EF)EFg(EF) +
π2

6
EFg′�(EF)(kBT )2 +

π2

6
g(EF)(kBT )2

(μ − EF)EFg(EF) +
π2

6
EFg′�(EF)(kBT )2 = 0

⟨E ⟩ = ET=0 +
π2

6
g(EF)(kBT )2 = ET=0 +

γ
2

T 2

cp =
d⟨E ⟩
dT

=
π2

3
g(EF)k2

BT = γ T

γ

C
T

= γ + βT 2

�46

Figure 4.7 : Chaleur spécifique du cuivre à basse température. D’après D.W. Bloom, Review 
of Scientific Instruments 41, 690 (1970)
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En pratique la mesure du coefficient de Sommerfeld est un outil puissant permettant de 
mesurer la densité d’états au niveau de Fermi, qui elle-même détermine de nombreuses 
propriétés physiques des métaux. 

Remarque : on peut faire apparaître de façon formelle le caractère d’électrons libres du gaz de 

Fermions, en écrivant l’énergie sous la forme " . 

2.4.Propriétés de transport 

2.4.1.Conductivité DC 

Pour des électrons libres soumis à un champs E constant, l'équation du mouvement s'écrit: 

"  

Dans la limite quantique non-relativiste, l’impulsion "  et l’équation du 
mouvement peut se réécrire sous la forme 

"  

La solution de cette équation est bien connue  

"  

La sphère de Fermi (surface de Fermi) se déplace dans l'espace des  " . Un état stationnaire 
sera atteint au bout d'un temps typique comparable au temps de relaxation " , et la sphère de 
Fermi sera alors décalée de l'origine par un vecteur d'onde  

 "  (cf  figure 4.8)  

⟨E ⟩ = ET=0 + ( π2

6
T
TF ) 3

2
N kBT

m
d ⃗v
dt

= −
m ⃗v

τ
− |e | ⃗E

⃗p = m ⃗v = ℏ ⃗k

ℏ
d ⃗k
dt

= −
ℏ ⃗k

τ
− |e | ⃗E

⃗k (t) =
|e |Eτ

ℏ [exp (−
t
τ ) − 1]

⃗k
τ

δkeq = −
∣ e ∣ Exτ

ℏ
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CHAPITRE 5. THÉORIE SEMI-CLASSIQUE DES MÉTAUX : MODÈLE DE
SOMMERFELD

On obtient alors :
~k(t) = ~k0 � e ~Et

~ (5.-25)

La sphere de Fermi (surface de Fermi) se déplace dans l’espace des ~k. Un état stationnaire
sera atteint au bout d’un temps typique égal au temps de relaxation ⌧ , et la sphère de
Fermi sera alors décalée de l’origine par un vecteur d’onde

�keq = � | e | Ex⌧

~

�keq = � | e | Ex�

~

ky kx

kz

kF

�Ex

Figure 5.6 – Illustration du décalage de la sphere de Fermi dans l’espace des phases

L’état stationnaire est alors hors équilibre thermodynamique. La fonction de distribu-
tion change donc ; f̃(E) 6= f(E), mais en général �keqkF

⌧ 1. On peut alors écrire :

f̃(E) = f(E) + ⌧
@f

@t

= f(E) + ⌧
@f

@E

@E

@k

@k

@t

⇡ f(e) � ⌧�E � µ~v
✓

� |e|E
~

◆

Si le champ est appliqué selon l’axe Ox, le courant jx s’écrit :

jx = � |e|
Z 1

0

h
g(E)vx(E)f̃(E)dE

i
(= nqv)

= � |e|

2

664

Z 1

0

[g(E)vx(E)f(E)dE]
| {z }

A

�⌧ |e|
Z 1

0

⇥
g(E)v2x(E)�(E � µ)dE

⇤

| {z }
B

3

775

A l’équilibre thermodynamique, hvxi = 0. Or, par définition A ⌘ hvxi. Donc :

jx = |e|2 ⌧Exg(µ)v
2
x(µ)

= |e|2 ⌧Exg(EF )v
2
F,x carµ ⇡ EF
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Figure 4.8 : Illustration du décalage de la sphère de Fermi 

dans l’espace des phases.
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L'état stationnaire est alors hors équilibre thermodynamique. La fonction de distribution 

change donc; " , mais en général " et la variation de la fonction de 

distribution peut être traitée comme une perturbation. On peut alors écrire: 

"  

Si le champ est appliqué selon l'axe Ox, le courant "  s’écrit : " , où l’on fait 
apparaître explicitement la valeur moyenne thermodynamique "  des observables. En termes 
de densité d’états, cela devient 

"  

Attention ! Ici "  est exprimée par unité de volume pour garder la cohérence des unités. 

On peut remarquer que " , la composante moyenne de la vitesse 

électronique selon l’axe Ox à l’équilibre thermodynamique. Or par définition de l’équilibre 
thermodynamique " . 
Donc: 

"  

Pour un système isotrope en  3 D,  " , et  "  

Dans le modèle de Sommerfeld, il apparaît donc que la conductivité électrique est 
proportionnelle à la densité d’états et à la vitesse quadratique au niveau de Fermi.   

Remarque n°1 : En  3 dimensions isotrope, on peut écrire "  et " , ce qui 

permet d’écrire la conductivité sous la forme "  ! On retrouve l’expression de 

Drude, mais cette coïncidence est accidentelle : en effet, dans le modèle de Sommerfeld seuls 
les électrons dont l’énergie est comprise dans la gamme "  sont «  actifs  » en 

raison du principe Pauli, ce qui représente une fraction "  de la densité électronique 

totale à T=300 K. A l’opposé la vitesse de ces électrons  "  , avec  "  à 300 K. 

f̃ (E ) ≠ f (E )
δkeq

kF
≪ 1

f̃ (E ) = f (E ) + τ
∂f
∂t

= f (E ) + τ
∂f
∂E

∂E
∂k

∂k
∂t

≈ f (e) − τδ(E − μ)ℏv ( − |e |E
ℏ )

jx jx = − |e |⟨nvx⟩
⟨⟩

jx = − |e |∫
∞

0
g(E )vx(E ) f̃ (E )d E

= − |e |∫
∞

0
g(E )vx(E )f (E )d E − τ |e |∫

∞

0
g(E )v2

x (E )δ(E − μ)d E

g(E )

∫
∞

0
g(E )vx(E )f (E )d E = ⟨vx⟩

⟨vx⟩ = 0

jx = |e |2 τExg(μ)v2
x (μ)

= |e |2 τExg(EF)v2
F,x car μ ≈ EF

v2
F = v2

F,x + v2
F,y + v2

F,z jx =
1
3

|e |2 τExg(EF)v2
F ≡ σDCEx

g(EF) =
3n

2EF
vF =

2EF

m

σDC =
n |e |2 τ

m

ΔE ≈ EF ± kBT
T
TF

≈ 1 %

⟨v⟩ ≈ vF
vF

vDrude
≈ 100
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Par rapport aux hypothèses de Drude, il y a donc 100 fois moins d’électrons qui participent à 
la conduction, mais leur vitesse est 100 fois plus élevée. Ces deux erreurs se compensent 
accidentellement dans le calcul de la conductivité, mais cela ne sera plus le cas pour les 
grandeurs thermodynamiques. 

Remarque n°2 : On définit la mobilité des charges, "  (différente du potentiel chimique), par : 

"  

On peut écrire cette expression sous une forme plus générale (due à Einstein) faisant intervenir 
le coefficient de diffusion électronique D : 

"  

2.4.2.Conductivité thermique-Loi de Wiedemann-Franz 

D'après le modèle de Drude, et considérant la relation d’Einstein, on écrit que la conductivité 
thermique est un phénomène de diffusion de la chaleur par les électrons : 

"  
Avec  " , on obtient  

"  

Le nombre de Lorentz devient alors 

"  

On récupère le facteur 2 que la théorie de Drude était incapable d’expliquer. 

2.4.3.Pouvoir thermoélectrique 

On a vu au chapitre 1 que la forme générale du pouvoir thermoélectrique s’écrit: " . 

En remplaçant par les expressions des différentes grandeurs en  3 D isotrope, on trouve: 

"  

L’ordre de grandeur du pouvoir thermoélectrique est conforme aux valeurs expérimentales. 
On a ici une illustration très claire du fait que la nature fermionique des électrons ne peut pas 
être négligée pour expliquer et prédire les propriétés des excitations de basse énergie des 
solides : le principe de Pauli joue un rôle majeur. 

μ

μ =
σ

±n |e |
( =

± |e |τ
m

classique)

μ = |e |D = |e |
v2

Fτ
3

κ = cvD

cv = γ T

κ =
π2

3
g(EF)k2

BT
v2

Fτ
3

L =
κ

σDCT
=

π2

3 ( kB

e )
2

≈ 2LDrude

Q =
−cv

3n |e |

Q =
−π 2

3 g(EF)k2
BT

2EFg(EF) |e |
= −

π2

6
kB

|e |
kBT
EF

=
π2

3
QDrude

kBT
EF

=
π2

3
QDrude

T
TF

≈ 10−2QDrude à T=300 K
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 RESEAU CRISTALLIN ET STRUCTURE DE BANDES 

1.  Elements de structure cristalline et de cristallographie 
  

1.1.Définitions : réseau cristallin, maille et motif  
	  
Un cristal est un réseau atomique qui se répète par translation dans plusieurs directions de 
l'espace. La "brique" de base du cristal est la maille élémentaire, chaque maille étant 
associée à un noeud du réseau. Une maille contient un motif atomique (voir figure ci-
dessous). Si la répétition de la maille cristalline permet d'occuper tout l'espace sans laisser 
d'espace vide entre les mailles, on parle alors de réseau de Bravais. 
  

Chaque noeud du réseau est défini par sa position  "  dans la base du réseau de Bravais : 
  "    

Le volume de la maille définie par les vecteurs du réseau de Bravais est donnée par: 
"  

La position des atomes du motif  dans la maille élémentaire "  s'écrit en fonction des vecteurs  
"  comme 

  "    

où  " . Par exemple dans la figure 5.1 ci-dessous, dans la base " , on a 
"  et  " . 

⃗R
⃗R = ∑

i

⃗a i

V = | ⃗a 1 . ( ⃗a 2 ∧ ⃗a 3) |

⃗rj

⃗a i

⃗rj = ∑
i

xij ⃗a i

0 ≤ xij < 1 ( ⃗a 1, ⃗a 2)
⃗r1 = (1/3,3/4) ⃗r2 = (2/3,1/3)
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+ =

Noeuds du réseau Motif

�a1

�a2

�r2

�r1
�R

Figure 6.1 – Représentation schématique d’un cristal 2D. Chaque maille contient un motif
atomique qui se répète et permet de paver totalement le plan.

Figure 6.2 – Représentation du réseau 2D précédent à partir de la cellule de Wigner-Seitz.

6.1.2 Réseau de Bravais en 3D
En trois dimensions l’ensemble des symétries laissant un réseau invariant permet de

définir 7 groupes d’espace. En y ajoutant les mailles conventionnelles à 2 ou 4 atomes, on
obtient 14 réseaux de Bravais, qui sont listés ci-dessous.
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Figure 5.1 : Représentation schématique d’un cristal en 2D. Chaque maille  du réseau de 
Bravais contient un motif atomique qui se répète et permet de paver totalement le plan.
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Une maille primitive est une maille ne contenant qu'un seul noeud du réseau. La maille 
primitive contenant tous les points les plus proches d'un noeud et non d'un autre est appelée 
maille/cellule de Wigner-Seitz. 

En pratique on construit la cellule de Wigner-Seitz en traçant les bissectrices des segments 
reliant le noeud du réseau considéré à ses voisins. On peut voir sur la figure 5.2 ci-dessous que 
la cellule de Wigner-Seitz du réseau 2D présenté auparavant est un hexagone centré sur un 
noeud. 

Dans certains cas il est plus simple de travailler dans une maille non primitive : c'est le cas par 
exemple de la structure cubique à face centrées (CFC) qui contient 4 atomes, alors que la 
maille primitive de ce réseau est rhomboédrique. 

1.2.Réseaux de Bravais en  3 D 

Comme on l’a dit auparavant, un réseau de Bravais est un réseau dont la répétition de la 
maille primitive par translation dans les 3 directions de l’espace permet de remplir totalement 
l’espace.  
En trois dimensions l'ensemble des symétries laissant un réseau invariant permet de définir 7 
groupes d'espace. En y ajoutant les mailles conventionnelles à 2 ou 4 atomes, on obtient 14 
réseaux de Bravais, qui sont listés dans le tableau ci-dessous. 
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+ =

Noeuds du réseau Motif

�a1

�a2

�r2

�r1
�R

Figure 6.1 – Représentation schématique d’un cristal 2D. Chaque maille contient un motif
atomique qui se répète et permet de paver totalement le plan.

Figure 6.2 – Représentation du réseau 2D précédent à partir de la cellule de Wigner-Seitz.

6.1.2 Réseau de Bravais en 3D
En trois dimensions l’ensemble des symétries laissant un réseau invariant permet de

définir 7 groupes d’espace. En y ajoutant les mailles conventionnelles à 2 ou 4 atomes, on
obtient 14 réseaux de Bravais, qui sont listés ci-dessous.
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Figure 5.2 : Représentation du réseau 2D de la figure 5.1 à partir de la cellule de Wigner-Seitz. 

Panayotis Spathis
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Groupe d’espace Géométrie et symétries Mailles cristallines

Cubique simple 
Cubique centré 
Cubique à faces 

centrées

Tetragonal 
Tetragonal centré

Rhomboédrique

Hexagonal

Orthorhombique 
simple 

Ortho. centré 
Ortho. à base 

centrée 
Ortho. à faces 

centrées

Monoclinique 
Monoclinique à 

base centrée

Triclinique "  
"
a ≠ b ≠ c
α ≠ β ≠ γ

"  
"  

1 axes (6) 
+plans miroirs

a = b ≠ c

α = β =
π
2

, γ =
2π
3

"  
"  

Axes (3) et (4)  
+ plans miroirs

a = b = c
α = β = γ =

π
2

"

CHAPITRE 6. RÉSEAU CRISTALLIN, BANDES, PHONONS

Groupe Géométrie et Symétries
Cubique simple a = b = c
Cubique centré ↵ = � = � = ⇡/2

Cubique face centrées Axes (3) et (4)
+ plans miroirs

Tetragonal a = b 6= c
Tetragonal centré ↵ = � = � = ⇡/2

1 axe (4)
+ plans miroirs

Rhomboedrique a = b = c
↵ = � = � 6= ⇡/2

3 axes (3)
+ plans miroirs

Hexagonal a = b 6= c
↵ = � = ⇡/2, � = 2⇡/3

1 axe (6)
+ plans miroirs

Orthorhombique simple a 6= b 6= c
Ortho. centré ↵ = � = � = ⇡/2

Ortho. base centré 3 plans miroirs
Ortho. faces centrées

Monoclinique a 6= b 6= c
Monoclinique base centré ↵ = � = ⇡/2, � 6= ⇡/2

1 plan miroir

Triclinique a 6= b 6= c
↵ 6= � 6= �

Il existe 14 réseaux de Bravais différents, listés ci-dessous :

6.1.3 Visualisation du réseau Cristallin
CF Condition de Bragg et de Laue pour la diffraction.
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1 plan miroir

Triclinique a 6= b 6= c
↵ 6= � 6= �

Il existe 14 réseaux de Bravais différents, listés ci-dessous :

6.1.3 Visualisation du réseau Cristallin
CF Condition de Bragg et de Laue pour la diffraction.
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Groupe Géométrie et Symétries
Cubique simple a = b = c
Cubique centré ↵ = � = � = ⇡/2

Cubique face centrées Axes (3) et (4)
+ plans miroirs

Tetragonal a = b 6= c
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↵ = � = ⇡/2, � = 2⇡/3

1 axe (6)
+ plans miroirs

Orthorhombique simple a 6= b 6= c
Ortho. centré ↵ = � = � = ⇡/2

Ortho. base centré 3 plans miroirs
Ortho. faces centrées

Monoclinique a 6= b 6= c
Monoclinique base centré ↵ = � = ⇡/2, � 6= ⇡/2

1 plan miroir

Triclinique a 6= b 6= c
↵ 6= � 6= �

Il existe 14 réseaux de Bravais différents, listés ci-dessous :

6.1.3 Visualisation du réseau Cristallin
CF Condition de Bragg et de Laue pour la diffraction.
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Monoclinique base centré ↵ = � = ⇡/2, � 6= ⇡/2
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↵ 6= � 6= �

Il existe 14 réseaux de Bravais différents, listés ci-dessous :

6.1.3 Visualisation du réseau Cristallin
CF Condition de Bragg et de Laue pour la diffraction.
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6.1.3 Visualisation du réseau Cristallin
CF Condition de Bragg et de Laue pour la diffraction.
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Groupe Géométrie et Symétries
Cubique simple a = b = c
Cubique centré ↵ = � = � = ⇡/2

Cubique face centrées Axes (3) et (4)
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Tetragonal centré ↵ = � = � = ⇡/2
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Rhomboedrique a = b = c
↵ = � = � 6= ⇡/2

3 axes (3)
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Hexagonal a = b 6= c
↵ = � = ⇡/2, � = 2⇡/3

1 axe (6)
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Orthorhombique simple a 6= b 6= c
Ortho. centré ↵ = � = � = ⇡/2

Ortho. base centré 3 plans miroirs
Ortho. faces centrées

Monoclinique a 6= b 6= c
Monoclinique base centré ↵ = � = ⇡/2, � 6= ⇡/2

1 plan miroir

Triclinique a 6= b 6= c
↵ 6= � 6= �

Il existe 14 réseaux de Bravais différents, listés ci-dessous :

6.1.3 Visualisation du réseau Cristallin
CF Condition de Bragg et de Laue pour la diffraction.
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Groupe Géométrie et Symétries
Cubique simple a = b = c
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6.1.3 Visualisation du réseau Cristallin
CF Condition de Bragg et de Laue pour la diffraction.
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1.3. Le réseau réciproque	  

Dans un cristal, la densité électronique est périodique. Elle peut donc être décomposée en 
série de Fourier: 

"  

La symétrie par translation d'un vecteur quelconque  "  du réseau de Bravais impose: 

"  
"  

"  

où n est un entier relatif. On a " , où les "  sont par définition des entiers relatifs.  

On peut par ailleurs définir une base "  sur laquelle on décompose les vecteurs 
" . 

On a alors 

 "  

Les vecteurs  "  définissent le réseau réciproque si et seulement si: 

"  

et alors " . Comme "  et les "  sont des entiers relatifs, il résulte de cette 

égalité que les "  doivent également être des entiers relatifs, et que le réseau réciproque défini 
par les vecteurs "  est également un réseau de Bravais. En général on exprime les vecteurs du 
réseau réciproque dans la même base que ceux du réseau réel. 
En 3 dimensions, on peut construire le réseau réciproque comme 

"  

− |e |⟨ψ ( ⃗r ) |ψ ( ⃗r )⟩ ≡ ρ( ⃗r ) = ∑⃗
G

ρ ⃗G exp(i ⃗G . ⃗r )

⃗L

ρ( ⃗r + ⃗L ) = ρ( ⃗r )

∑⃗
G

ρ ⃗G exp[i ⃗G . ( ⃗L + ⃗r )] = ∑⃗
G

ρ ⃗G exp[i( ⃗G . ⃗r )]

ei ⃗G . ⃗L = 1 ⟹ ⃗G . ⃗L = 2π n

⃗L = ∑
i=1,2,3

Li ⃗ai Li

⃗bi⃗G = ∑
i=1,2,3

Gi
⃗b i

⃗G . ⃗L = ∑
i, j

GiLj ⃗ai . ⃗bj

⃗b i

⃗ai . ⃗bj = 2πδij

⃗G . ⃗L = 2π∑
i

GiLi = 2π n n Li

Gi ⃗bi

⃗bi = 2π
⃗ai+1 ∧ ⃗ai+2

| ⃗ai . ( ⃗a i+1 ∧ ⃗a i+2) |
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Un exemple simple de construction de réseau réciproque est donné en figure 5.3. Le réseau 

réel est défini par 2 vecteurs "  et "  et le réseau réciproque par 2 vecteurs 

" et "  dans la forme la plus générale. 

Les relations définissant les vecteurs du réseau réciproque sont : 

"    "    "    "    "  

et par conséquent les vecteurs du réseau réciproque sont  " et " . 

 

⃗a1 = (a1
0 ) ⃗a2 = ( 0

a2)
⃗b1 = (b11

b12) ⃗b2 = (b21

b22)

⃗a1 . ⃗b1 = 2π

⃗a1 . ⃗b2 = 0

⃗a2 . ⃗b2 = 2π

⃗a2 . ⃗b1 = 0

⇔

a1b11 = 2π
a1b12 = 0

a2b22 = 2π
a2b21 = 0

⇔

b11 =
2π
a1

b12 = 0

b22 =
2π
a2

b21 = 0

⃗b1 = (
2π
a1
0 ) ⃗b2 = (

0
2π
a2 )
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⃗a1

⃗a2

⃗b1
⃗b2

∥ ⃗bi ∥ =
2π

∥ ⃗ai∥

Réseau réel (ou réseau direct) Réseau réciproque

Figure 5.3 : Un exemple (à l’échelle) d’un réseau réel et de son réseau réciproque.
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1.4.Les Zones de Brillouin du réseau réciproque : 

Par définition une zone de Brillouin correspond à une cellule de Wigner-seitz du réseau 
réciproque. La première zone de Brillouin est celle qui se rapporte au plus petit noeud du 
réseau réciproque (contenant donc l'origine du réseau réciproque, appelé point " ). 

La méthode générale de construction des zones de Brillouin est illustrée en figure 5.4. Elle 
consiste à tracer successivement les droites médiatrices dans les directions des noeuds nèmes 
voisins de l’espace réciproque. On peut facilement montrer que sur ces plans les vecteurs 
d’onde vérifient la relation 

"  

Γ

⃗k . ⃗G =
G2

2
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CHAPITRE 6. RÉSEAU CRISTALLIN, BANDES, PHONONS

1ère ZB

2ème ZB

3ème ZB

a) b) c)

d)

Figure 6.3 – Construction des zones de Brillouin d’un réseau carré 2D. On trace les droites
médianes aux directions vers les : a) premiers voisins, b) seconds voisins, c) troisièmes
voisins. d) On a tracé les droites médianes jusqu’aux cinquièmes voisins, et les 3 premières
zones de Brillouin sont mises en évidence. On remarquera que chaque zone a la même aire
totale.

O

�R

�u(�R)

�r
�r�

�u( �R�)

�R�

Figure 6.4 – Représentation schématique d’un réseau cristallin 2D. Chaque atome peut
vibrer autour de sa position d’équilibre.
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Figure 5.4 :Construction des zones de Brillouin d'un réseau carré 2D. On trace les droites médianes 
aux directions vers les: a) premiers voisins, b) seconds voisins, c) troisièmes voisins. d) On a tracé les 

droites médianes jusqu'aux cinquièmes voisins, et les 3 premières zones de Brillouin sont mises en 
évidence. On remarquera que chaque zone a la même aire totale. 
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qui n’est autre que la condition de Bragg pour la diffraction. Les plans délimitant les zones de 
Brillouin seront donc appelés plans de Bragg. Pour déterminer dans quelle zone de Brillouin 
un vecteur d’onde se trouve, on pourra appliquer la règle suivante : 
En se déplaçant dans l’espace réciproque à partir du point ! , on entre dans la zone 
de Brillouin n+1 lorsqu’on traverse le plan de Bragg n. 

Dans la figure 5.4 par exemple, il faut traverser 2 plans de Bragg pour entrer dans la troisième 
zone de Brillouin. 
En trois dimensions les zones de Brillouin sont construites de la même manière. Les cas des 
réseaux cubique centré et cubique faces centrées sont illustrés en figure 5.5. Un élément 
remarquable est le fait que la première zone de Brillouin du réseau cubique centré (body-
centered cubic, bcc, en anglais) a la même forme que la cellule de Wigner-Seitz du réseau 
cubique à faces centrées (face-centered cubic, fcc ,en anglais), et réciproquement. 

1.5.Visualisation du réseau réel et du réseau réciproque 

On n’entrera pas ici dans les détails des techniques expérimentales permettant d’étudier la 
structure cristalline des matériaux. Ces techniques sont de deux types : 
- les techniques d’imagerie de l’espace réciproque (diffraction de RX, d’électrons, de 

neutrons). Cf  cours de cristallographie et condition de Bragg et de Laue pour la diffraction. 
- les techniques d’imagerie dans l’espace réel (microscopie à effet tunnel (STM), microscopie 

électronique à balayage (SEM) et à transmission (TEM). 	  

Γ
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Figure 5.5 : représentation des cellules de Wigner-Seitz et des premières zones de Brillouin pour les 
structures cubique centrée et cubique à faces centrées. On peut remarquer la correspondance espace 
réel/espace réciproque entre les deux structures.   
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2. Effet de la périodicité sur les propriétés électroniques 

Théorème de Bloch : dans un potentiel périodique, les fonctions d'ondes décrivant les états 
électroniques de vecteur d'onde  "  s’écrivent : 

"  

Ce type d'onde est appelé onde de Bloch. On va montrer que les fonctions "  ont la 
même périodicité que  le réseau, ainsi que la densité électronique associée à ces fonctions 
d’onde.  
Pour une translation d’un vecteur "  correspondant à un nombre entiers de pas du réseau, on 
a 

"  

On peut aussi écrire que la fonction d’onde "  est égale à la fonction d’onde "  
translatée du vecteur d’onde "  : 

"  

On en déduit que la fonction "  possède la même périodicité que le réseau, ainsi que la 
densité électronique  

"  

La forme mathématique des fonctions de Bloch implique que celles-ci sont également 
périodiques dans l’espace réciproque. En effet, les fonctions "  étant périodiques dans l’espace 
réel, on peut les décomposer en série de Fourier sur les vecteurs du réseau réciproque : 

"  

⃗k

ψ ⃗k ( ⃗r ) = u ⃗k ( ⃗r )ei ⃗k . ⃗r

u ⃗k ( ⃗r )

⃗L

ψ ⃗k ( ⃗r + ⃗L ) = u ⃗k ( ⃗r + ⃗L )ei ⃗k .( ⃗r+ ⃗L )

= ei ⃗k . ⃗L u ⃗k ( ⃗r + ⃗L )ei ⃗k . ⃗r

ψ ⃗k ( ⃗r + ⃗L ) ψ ⃗k ( ⃗r )
⃗L

ψ ⃗k ( ⃗r + ⃗L ) = ei ⃗k . ⃗L ψ ⃗k ( ⃗r )

= ei ⃗k . ⃗L u ⃗k ( ⃗r )ei ⃗k . ⃗r

u ⃗k ( ⃗r )

ρ( ⃗r + ⃗L ) = ∫ ∫ ∫ ψ ⃗k ( ⃗r + ⃗L )ψ* ⃗k
( ⃗r + ⃗L )d3r

= ∫ ∫ ∫ u ⃗k ( ⃗r + ⃗L )u* ⃗k
( ⃗r + ⃗L )ei ⃗k .( ⃗r+ ⃗L )e−i ⃗k .( ⃗r+ ⃗L )d3r

= ∫ ∫ ∫ |u ⃗k ( ⃗r + ⃗L ) |2 d3r

= ∫ ∫ ∫ |u ⃗k ( ⃗r ) |2 d3r

= ρ( ⃗r )

u ⃗k

u ⃗k ( ⃗r ) = ∑⃗
G

ũ( ⃗k + ⃗G )ei ⃗G . ⃗r
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Pour un vecteur "  quelconque, on aura alors 

"  

  
et par conséquent  

"  

Si on applique le Hamiltonien du cristal sur les états  "  et " , on obtient les deux 
énergies  

"  

Or comme" , il en résulte que "  et par conséquent  

"  

Il s’agit là d’un des résultats les plus importants de la physique du solide : dans un potentiel 
périodique, les énergies des états électroniques sont périodiques par translation 
d’un vecteur quelconque du réseau réciproque. 

Conséquence pratique: on peut se limiter à la première zone de Brillouin pour décrire les 
propriétés physiques d'un cristal. Mais pour ne pas oublier les états de vecteur d’onde situés 
dans la nème zone de Brillouin, on doit « replier » (« backfold » en anglais), ou plus précisément  
translater, les dispersions électroniques vers la première zone de Brillouin, comme indiqué 
dans la figure 5.6. On passe d’une description où l’on a 1 dispersion étendue sur N zones de 
Brillouin à une description où l’on a N branches de dispersion repliées dans 1 zone de 
Brillouin. Chaque branche de dispersion définit une bande d’énergie  pour les états 
électroniques possibles. On parlera alors de la structure de bandes d’un solide pour décrire 
ses propriétés électroniques.  

⃗G0

u ⃗k + ⃗G0
( ⃗r ) = ∑⃗

G

ũ( ⃗k + ⃗G0 + ⃗G )ei ⃗G . ⃗r

= ∑⃗G′ �= ⃗G0+ ⃗G

ũ( ⃗k + ⃗G′� )ei ⃗G′ � . ⃗r e−i ⃗G0. ⃗r

= u ⃗k ( ⃗r )e−i ⃗G0. ⃗r

ψ ⃗k + ⃗G ( ⃗r ) = u ⃗k + ⃗G ( ⃗r )ei( ⃗k + ⃗G ). ⃗r

= u ⃗k ( ⃗r )e−i ⃗G . ⃗r ei( ⃗k + ⃗G ). ⃗r

= u ⃗k ( ⃗r )ei ⃗k . ⃗r

= ψ ⃗k ( ⃗r )

|ψ ⃗k ⟩ |ψ ⃗k + ⃗G ⟩

Ĥ |ψ ⃗k ⟩ = E ⃗k |ψ ⃗k ⟩

Ĥ |ψ ⃗k + ⃗G ⟩ = E ⃗k + ⃗G |ψ ⃗k + ⃗G ⟩

|ψ ⃗k ⟩ = |ψ ⃗k + ⃗G ⟩ Ĥ |ψ ⃗k ⟩ = Ĥ |ψ ⃗k + ⃗G ⟩

E( ⃗k ) = E( ⃗k + ⃗G )
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La structure électronique étant périodique, on peut logiquement se demander comment le 
vecteur d’onde de Fermi et l’énergie de Fermi vont être définis. Pour cela, considérons un 
cristal tridimensionnel, orthorhombique, de paramètres de maille "  (avec i=x,y,z). Ce cristal 
est composé de "  cellules unités, et ses dimensions "  peuvent s’écrire en nombre 
de mailles comme " , avec " . La périodicité des fonctions de Bloch impose 

alors que les vecteurs d’onde "  soient quantifiés comme  

"  

ai
M ≈ 1023 Lx, Ly, Lz

Li = Miai ∏
i

Mi = M

ki

ki =
2π ni

Miai
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Figure 5.6 : différentes façons de représenter les dispersions électroniques d’un solide périodique. a) 
Schéma de zone étendue. On ne représente que la dispersion centrée en k=0. c) Schéma de zones 
répétée. On représente les dispersions centrées sur les différents noeuds du réseau réciproque. c) 
Schéma de zone réduite : on ne considère que la première zone de Brillouin, en y faisant figurer 
toutes les dispersions issues des zones de Brillouin d’ordre supérieur. En pratique c’est ce schéma qui 
est utilisé dans la littérature.  



UGA M1 PFN 2018-2019	 	 Cours de Physique du Solide et Magnétisme

On retrouve une condition de Born-Von Karman, mais cette fois la périodicité du cristal est 
explicite. Cette condition de quantification a plusieurs conséquences : 

-  comme " , les "  peuvent là encore être considérés comme des variable continues.  
- par définition la première zone de Brillouin correspond aux vecteurs d’onde tels que  

	 " , ce qui équivaut à "  : il y a donc "  valeurs indépendantes 	

	 de la composante "  du vecteur d’onde comprises dans la première zone de Brillouin  

 
On en déduit la propriété importante suivante : 

Pour un cristal de M mailles, la première zone de Brillouin contient M valeurs 
indépendantes de vecteur d’onde. 

Chaque état "  pouvant accueillir 2 électrons (de spin up ou down), on en déduit également 
que : 

Chaque bande d’énergie dans la première zone de Brillouin peut accueillir 2 
électrons par maille cristalline. 

Lorsque le nombre d’électrons par cellule unité augmente, on peut arriver au cas où "  tombe 
dans la nème zone de Brillouin. Par périodicité, dans ce cas  tombera dans la nème bande de la 
première zone de Brillouin. 
Illustrons cela dans le cas 1D. Le tableau et la figure 5.7 ci-dessous donnent la position de "  et 
"  pour différentes densités linéiques d’électrons. 
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Figure 5.7 : valeur du vecteur d’onde et de l’énergie de Fermi dans le cas 1D, en fonction du nombre 
d’électron par maille.
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Le principe de construction de la surface de Fermi d’un système 2D est présenté en figure 5.8. 
Il suffit de dessiner les surfaces de Fermi centrées sur tous les noeuds du réseau réciproque. La 
surface de Fermi sera constituée de toutes les portions de surface de Fermi « repliées » dans la 
première zone de Brillouin. On voit bien dans la figure 5.8 que la surface de Fermi, bien que 
composée d’arcs de cercle, n’a plus du tout une forme circulaire. 

On a l’habitude de nommer les points de haute symétrie de la zone de Brillouin par des 
lettres. Dans notre cas, le centre de zone, de coordonnées "  est appelé " , les coins de la 
zone, de coordonnées " , sont appelés les points M, et les centres de faces, de 

coordonnées "  et " , sont appelés les points X. Il faut bien remarquer que dans 

notre cas isotrope les 4 points X sont équivalents, ainsi que les 4 point M. Pour représenter la 
surface de Fermi de ce système, on peut donc se limiter au quadrant "  et dessiner 
le reste par symétrie. 

Etudions maintenant la structure de bandes de ce cristal 2D. Contrairement au cas 1D, il 
existe ici une infinité de directions dans lesquelles on pourrait calculer les dispersions 
électroniques. En pratique, on calcule les dispersions en suivant un chemin dans l’espace 
réciproque reliant les différents points de haute symétrie.  
Nous allons tracer les dispersions électroniques en suivant un chemin " , et en se 
limitant aux bandes issues des noeuds plus proches voisins de "  dans le quadrant défini ci-
dessus. Dans les calculs on ne considère donc que 4 noeuds du réseau réciproque : 
" . 

Dans notre cas isotrope les énergies électroniques s’écrivent  

"  
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Figure 5.8 : Construction de la surface de Fermi d’un cristal en deux dimensions.
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Dans une direction "  une des 2 composantes du vecteur d’onde est nulle. Prenons "  et 
appelons " . Les 4 bandes auront alors comme relations de dispersion : 

 "  

Dans la direction "  on a "  

"  

Dans cette direction deux bandes sont dégénérées. 

Enfin, dans la direction "  on a "  et " . 

"  

Dans cette direction on a 2 bandes 2 fois dégénérées. 
  

On peut maintenant tracer la structure de bandes du cristal, qui est représentée en figure 5.9. 

ΓX ky = 0
kx ≡ kΓX

E0(kΓX) = E(kΓX,0,0,0) =
ℏ2

2m (kΓX)2

E1(kΓX) = E(kΓX,0,
2π
a

,0) =
ℏ2

2m (kΓX −
2π
a )

2

E2(kΓX) = E(kΓX,0,0,
2π
a

) =
ℏ2

2m [(kΓX)2 + (−
2π
a )

2

]
E3(kΓX) = E(kΓX,0,

2π
a

,
2π
a

) =
ℏ2

2m [(kΓX −
2π
a )

2

+ (−
2π
a )

2

]

ΓM kx = ky ≡ kΓM

E0(kΓM) = E(kΓM, kΓM,0,0) =
ℏ2

2m
2 (kΓM)2

E1(kΓM) = E(kΓM, kΓM,
2π
a

,0) =
ℏ2

2m [(kΓM −
2π
a )

2

+ (kΓM)2]
E2(kΓM) = E(kΓM, kΓM,0,

2π
a

) =
ℏ2

2m [(kΓM)2 + (kΓM −
2π
a )

2

] = E1(kΓM)
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2π
a

,
2π
a

) =
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2π
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2
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2π
a )

2
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ℏ2
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Une fois cette structure de bandes établie, on peut chercher la position de l’énergie de Fermi 
pour un certain nombre M d’électrons par maille et tracer la surface de Fermi 
correspondante. Le système étant isotrope, le calcul de "  et "  est facile : 

"  

La figure 5.10 ci-dessous présente les structure de bandes et les surfaces de Fermi obtenues 
pour différents remplissages des bandes. 

kF EF

kF =
2π
a

M
2π

⇒ EF =
ℏ2

2m ( π
a )

2 2M
π

=
2M
π

E0(X )
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M X MΓ
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2 E0(X)

4 E0(X)

5 E0(X)

8 E0(X)

= E(0,
⇡

a
, 0, 0) =

~2
2m

⇣⇡
a

⌘2
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Figure 5.9 : Structure de bandes d’électrons libres 

du cristal carré en deux dimensions. Les énergies 
sont  exprimées  en  fonction  de  l’énergie  la  plus 
faible au point X.
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Figure 5.10 : Evolution de la position du niveau de Fermi et de la surface de Fermi du cristal carré 
2D en fonction du nombre M d’électrons par maille.
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La même méthode s’applique dans le cas d’un cristal tridimensionnel. On pourra trouver de 
nombreux exemples dans le livre de Ashcroft et Mermin, ou celui de Kittel, ou de très 
nombreux cours de physique du solide disponibles en ligne. 

Nous venons de voir que le premier effet de la périodicité du potentiel cristallin est de replier 
les dispersions électroniques dans la première zone de Brillouin et de donner naissance à une 
structure de bandes. On va maintenant s’intéresser plus en détails à l’effet quantitatif  du 
potentiel périodique sur les énergies des bandes. Pour cela nous allons considérer un modèle 
simple de potentiel périodique en une dimension, le modèle de Kronig-Penney.   

2.1.Modèle de Kronig-Penney 

On considère un modèle où les fonction d'onde sont soumises à des potentiels rectangulaires 
ayant une valeur  " , de largeur b, et espacés d'une distance a (cf. figure 5.11).  

Les fonctions d'ondes dans les zones I, II et III sont des superpositions d'ondes planes: 

"  

Où  " , " , et où la phase "  rappelle que "  est similaire à "  par 

translation de a+b. 

V0

ϕI = AeiKx + Be−iKx

ϕII = CeQx + De−Qx

ϕIII = ϕIIeik(a+b)

K =
2m E

ℏ2
V0 − E =

ℏ2Q2

2m
eik(a+b) ϕIII ϕII
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x

V(x)
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III III

Figure 6.7 – Potentiel périodique 1D du modèle de Kronig-Penney

Dans la zone I, les fonctions d’ondes sont des superpositions d’ondes planes :

�I = AeiKx +Be�iKx (6.-3)

Où K =
q

2mE
~2 . Pour la zone II et III :

�II = CeQx +De�Qx

�III = �IIe
ik(a+b)

Où V0 � E = ~Q2

2m et où eik(a+b) est l’opérateur translation.
On énumère les conditions aux limites :

�I(0) = �II(0) =) A+B = C +D

�0
I(0) = �0

II(0) =) ik(A � B) = Q(C � D)

�I(a) = �III(a) = �II(�b)eik(a+b) =) AeiKa +Be�iKa = (Ce�Qb +DeQb)eik(a+b)

�0
I(a) = �0

III(a) =) iK(AeiKa � Be�iKa) = Q(Ce�Qb � DeQb)eik(a+b)

Résolution et détermination de A,B,C et D : Le problème a une solution non triviale si
le determinant du système est nul :

��������

1 1 �1 �1
iK �iK �Q Q
A Ā �B̄C �BC

�iKA �iKĀ �QB̄C QBC

��������
= 0 (6.-3)

Où sont définit :

A = eiKa

Ā = A⇤

B = eQb

B̄ = e�Qb

C = eik(a+b)
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Figure 5.11 : Potentiel périodique du modèle de Kronig-Penney 
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On prend comme conditions aux limites les continuités des fonctions d’onde et de leur 
gradient :  

"  

On définit les paramètres 

 " , avec les propriétés suivantes : "  

Le problème a une solution non triviale si le déterminant du système est nul: 

"  

Le calcul est assez long mais sans difficulté. On obtient finalement: 

"  

Cette équation relie le vecteur d’onde "  de la fonction d’onde globale du potentiel périodique 
aux paramètres "  et "  qui font intervenir l’énergie et le potentiel. C’est donc bien une 
équation de dispersion des états électroniques du type " . Cette équation peut-être 
résolue numériquement dans le cas général, mais on peut la résoudre « à la main » moyennant 
certaines approximations. 
Dans la limite  " ,  "  avec  "  et  "  (le potentiel devient un peigne de 
Dirac), la relation de dispersion devient 

"  

On définit alors  "  "l'intensité effective" du potentiel, et la dispersion devient 

ϕI(0) = ϕII(0) ⟹ A + B − C − D = 0
ϕ′�I(0) = ϕ′�II(0) ⟹ i k (A − B ) − Q(C − D) = 0
ϕI(a) = ϕIII(a) = ϕII(−b)eik(a+b) ⟹ AeiKa + Be−iKa − (Ce−Qb + DeQb)eik(a+b) = 0
ϕ′�I(a) = ϕ′�III(a) ⟹ iK(AeiKa − Be−iKa) − Q(Ce−Qb − DeQb)eik(a+b) = 0

α = eiKa

ᾱ = α*
β = eQb

β̄ = e−Qb

γ = eik(a+b)

αᾱ = ββ̄ = 1
α + ᾱ = 2 cos(Ka)
α − ᾱ = 2i sin(Ka)
β + β̄ = 2 cosh(Qb)
β − β̄ = 2 sinh(Qb)

1 1 −1 −1
iK −iK −Q Q
α ᾱ −β̄ γ −β γ

−iKα −iK ᾱ −Q β̄ γ Qβ γ

= 0

(α − ᾱ)( β̄ − β )(Q2 − K 2) − 2iKQ(β + β̄ )(α + ᾱ) = − 4iKQ(γ +
1
γ

)

⟺
Q2 − K 2

2KQ
sinh(Qb)sin(Ka) + cosh(Qb)cos(Kb) = cos(k (a + b))

k
K Q

E = f (k)

b → 0 V0 → ∞ Q ≫ K Qb ≪ 1

Q
2K

Qb sin(Ka) + cos(Ka) = cos(k (a)) ⇒
Q2a b

2
sin(Ka)

Ka
+ cos(Ka) = cos(k (a))

P =
Q2a b

2
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"  

	  
Le membre de droite étant un cosinus, la relation de dispersion n’aura de solutions que si 

" .  

La fonction "  est représentée en figure 5.12 dans le cas P=5. Il existe des 

bandes de valeurs de Ka pour lesquelles la relation de dispersion n’a pas de solutions, ce qui 
signifie qu’il existe des bandes d’énergies interdites pour lesquelles il n’existe pas de 
solutions de l’équation de Schrödinger en termes d’ondes de Bloch.  

On peut remarquer que les bandes interdites apparaissent pour " , c’est-à-dire 
pour " , ce qui correspond aux bords de chaque zone de Brillouin. On a représenté en 

figure 5.13 les relations de dispersions des 4 premières bandes dans la première zone de 
Brillouin, dans le cas d’électrons libres (en pointillés) et pour le modèle Kronig-Penney avec 
P=5. On voit que l’effet principal du potentiel est de lever la dégénérescence des bandes 
d’électrons libres au voisinage de leur point de croisement, et plus précisément sur les 
plans de Bragg tels que définis plus haut. Les bandes interdites étant couramment appelées 
« gaps », on pourra résumer l’effet du potentiel cristallin comme suit : 

Le potentiel cristallin a comme effet d’ouvrir des « gaps » dans la structure de 
bandes au bord de chaque zone de Brillouin. 

P
sin(Ka)

Ka
+ cos(Ka) = cos(k (a))

|P
sin(Ka)

Ka
+ cos(Ka) | ≤ 1

P
sin(Ka)

Ka
+ cos(Ka)

cos(k a) = ± 1
k =

n π
a
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Figure 5.12 : Solution graphique de la relation de dispersion du modèle de Kronig-Penney 
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2.2.Métaux, isolants et semi-conducteurs 

Nous avons établi auparavant qu’on peut mettre 2 électrons par bande et par cellule unité. Les 
bandes étant séparées par des gaps, on aura alors différents cas possibles (cf  figure 5.13): 
- pour un cristal ayant un nombre impair d’électrons de valence par maille, la bande occupée 

dans laquelle tombe "  sera à-demi remplie. Il existera des états inoccupés immédiatement 
au-dessus de " , et le système sera alors métallique. 

- pour un cristal ayant un nombre pair d’électrons de valence par maille, le niveau de Fermi 
"  va se trouver au sommet de la dernière bande occupée. Il faudra alors fournir une 
énergie minimale égale à la valeur du gap pour exciter un électron au niveau de Fermi : le 
système sera isolant ou semi-conducteur. 

- dans certains matériaux 2D ou 3D, il peut arriver que l’énergie de Fermi corresponde à une 
bande interdite dans une direction particulière de l’espace réciproque et pas dans les autres. 
Le sytème sera alors globalement métallique, mais ses propriétés physiques seront fortement 
anisotropes entre les directions où le système est métallique et les directions où le gap partiel 
est ouvert. C’est le cas par exemple des métaux nobles, dans lesquels un gap partiel existe 
autour des points L de la zone de Brillouin, créant des « trous » dans la surface de Fermi 
autour de ces points (voir figure 4.3).  

EF
EF

EF

�67

Figure 5.13 : Structure de bandes du modèle de Kronig-Penney dans un schéma de zone 
réduite. Selon que le niveau de Fermi se trouve dans une bande ou au bord d’un gap, le 
système sera un métal ou un isolant, respectivement.

k

E

⇡

a
<latexit sha1_base64="E6tU2XjoRygpUhJ8BsaIu2XdjFs="></latexit><latexit sha1_base64="E6tU2XjoRygpUhJ8BsaIu2XdjFs="></latexit><latexit sha1_base64="E6tU2XjoRygpUhJ8BsaIu2XdjFs="></latexit><latexit sha1_base64="E6tU2XjoRygpUhJ8BsaIu2XdjFs="></latexit>

�⇡

a
<latexit sha1_base64="yoGuAp47YY+X0cjW/VedhPRZp7E="></latexit><latexit sha1_base64="yoGuAp47YY+X0cjW/VedhPRZp7E="></latexit><latexit sha1_base64="yoGuAp47YY+X0cjW/VedhPRZp7E="></latexit><latexit sha1_base64="yoGuAp47YY+X0cjW/VedhPRZp7E="></latexit>

0
<latexit sha1_base64="oe2/Mo5d4Kf1jXa2E5r12o3HabQ="></latexit><latexit sha1_base64="oe2/Mo5d4Kf1jXa2E5r12o3HabQ="></latexit><latexit sha1_base64="oe2/Mo5d4Kf1jXa2E5r12o3HabQ="></latexit><latexit sha1_base64="oe2/Mo5d4Kf1jXa2E5r12o3HabQ="></latexit>

Bandes interdites = gaps

EF
<latexit sha1_base64="nzUUiD/LPxbgRLqpR888WomHTb8="></latexit><latexit sha1_base64="nzUUiD/LPxbgRLqpR888WomHTb8="></latexit><latexit sha1_base64="nzUUiD/LPxbgRLqpR888WomHTb8="></latexit><latexit sha1_base64="nzUUiD/LPxbgRLqpR888WomHTb8="></latexit>

M impair 
=> EF dans une bande 

=>métal

EF
<latexit sha1_base64="nzUUiD/LPxbgRLqpR888WomHTb8="></latexit><latexit sha1_base64="nzUUiD/LPxbgRLqpR888WomHTb8="></latexit><latexit sha1_base64="nzUUiD/LPxbgRLqpR888WomHTb8="></latexit><latexit sha1_base64="nzUUiD/LPxbgRLqpR888WomHTb8="></latexit>

M pair 
=> EF au sommet d’une bande 

=>isolant



UGA M1 PFN 2018-2019	 	 Cours de Physique du Solide et Magnétisme

VIBRATIONS DU RESEAU - PHONONS 

1. Description classique des phonons 
  

  On suppose que les ions du réseau peuvent osciller sur de petites distance  "  autour de 

leur position d'équilibre  "  (voir figure 6.1) : 

"  

Chaque paire d'atomes donne une contribution à l'énergie potentielle  "  telle que 
l'énergie potentielle totale du réseau d'ions (sans les électrons) s'écrit alors : 

"  

1.1.Approximation harmonique 

On s'intéresse le plus souvent au cas où " .  On peut alors écrire le développement limité 
de l'expression du potentiel autour de la position d'équilibre des atomes : 

"  

On peut ensuite écrire l'énergie potentielle à l'équilibre: 

"  

Le premier terme est l’énergie potentielle à l’équilibre, et le deuxième est nul par définition. 

⃗u ( ⃗R )
⃗R

⃗r ( ⃗R ) = ⃗R + ⃗u ( ⃗R )

V ( ⃗r − ⃗r′�)

U =
1
2 ∑⃗

R , ⃗R ′�
V ( ⃗r − ⃗r′�) =

1
2 ∑⃗

R , ⃗R ′ �
V ( ⃗R − ⃗R ′ �+ ⃗u ( ⃗R ) − ⃗u ( ⃗R ′�)) ≡

1
2 ∑⃗

R , ⃗R ′�
V ( ⃗R − ⃗R ′�+ ⃗u − ⃗u′�)

⃗u ≪ ⃗R

V ( ⃗R − ⃗R ′�+ ⃗u − ⃗u′�) = V ( ⃗R − ⃗R ′�) + ( ⃗u − ⃗u′ �) . ⃗∇ V ( ⃗R − ⃗R ′ �) +
1
2 [( ⃗u − ⃗u′�) . ⃗∇ ]

2
V ( ⃗R − ⃗R ′�)

U =
1
2 ∑⃗

R , ⃗R ′�
V ( ⃗R − ⃗R ′�)

U0 à l'équilibre

+
1
2 ∑⃗

R , ⃗R ′�
( ⃗u − ⃗u ′�) . ⃗∇ V

=0 à l'équilibre

+
1
4 ∑⃗

R , ⃗R ′�
[( ⃗u − ⃗u ′�) . ⃗∇ ]

2
V ( ⃗R − ⃗R ′�)
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1ère ZB

2ème ZB

3ème ZB

a) b) c)

d)

Figure 6.3 – Construction des zones de Brillouin d’un réseau carré 2D. On trace les droites
médianes aux directions vers les : a) premiers voisins, b) seconds voisins, c) troisièmes
voisins. d) On a tracé les droites médianes jusqu’aux cinquièmes voisins, et les 3 premières
zones de Brillouin sont mises en évidence. On remarquera que chaque zone a la même aire
totale.
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Figure 6.4 – Représentation schématique d’un réseau cristallin 2D. Chaque atome peut
vibrer autour de sa position d’équilibre.
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Figure  6.1  :  Représentation  schématique  d’un  réseau  cristallin  bidimensionnel.  Chaque 
atome peut vibrer autour de sa position d’équilibre. 
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Soit, en développant selon les trois directions de l’espace : 

"  

Remarque : en pratique on écrit souvent l’énergie !  sous la forme générique : 

"  

Où !  est une matrice appelée matrice dynamique. 

Pour N atomes identiques, de masse M et d'impulsion  "  , le Hamiltonien du réseau  
s'écrit (en négligeant donc les électrons): 

"  

On considère un système de N atomes, ce qui signifie qu’il y a 3N degrés de liberté de 
translation et  3N  degrés de liberté de vibration. 

1.2.Energie interne 

En physique classique, le principe d’équipartition de l’énergie que chaque degré de liberté 
associé à un terme quadratique du Hamiltonien contribue pour  "  de l'énergie par degré 

de liberté. Pour le réseau nous avons 6 termes quadratiques par atome : 3 pour l’énergie 
cinétique et 3 pour l’énergie potentielle élastique. L’énergie interne du réseau à température T 
finie devrait donc s’exprimer comme 

 "  

et la chaleur spécifique : 

"  

Ce résultat est connu sous le nom de loi de Dulong et Petit. Bien que ce résultat soit 
approximativement correct pour de nombreux cristaux à température ambiante, à basse 
température les mesures expérimentales donnent un comportement du type " . On 
verra par la suite que ce comportement résulte de la quantification de l’énergie des modes de 
vibration sous forme de phonons, quasi-particules ayant un comportement bosonique.  

U = U0 +
1
4 ∑⃗

R , ⃗R ′ �
∑

i, j=x,y,z
(ui − u′�i)

∂2V
∂ri∂rj

(uj − u′ �j) ≡ U0 + Uharm

Uharm

Uharm =
1
2 ∑⃗

R , ⃗R ′�
⃗u ( ⃗R )D( ⃗R − ⃗R ′�) ⃗u ( ⃗R ′�)

D

⃗P ( ⃗R )

Hreseau = H0 + ∑⃗
R

P2

2M
+

1
2 ∑

i, j

uiDiju′�j

1
2

kBT

U = U0 + (2 × 3N )
1
2

kBT = U0 + 3kBT

cv =
∂U
∂T

= 3N kB

cv = βT 3
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2. Phonons acoustiques et phonons optiques 

On a vu dans le chapitre précédent qu’une maille cristalline peut contenir un motif  de 
plusieurs atomes. On va dans cette partie étudier plus en détails les modes de vibration 
propagatifs d’un cristal, en commençant tout d’abord par un modèle simple de chaîne 
monoatomique, puis une chaîne diatomique, et les résultats seront étendus à un cristal 
tridimensionnel avec plusieurs atomes par maille.  

2.1.Modes de vibration d’une chaîne monoatomique 

On modélise un cristal par une chaîne de N atomes identiques de masse M, de paramètre de 
maille à l’équilibre a. On se place dans l’approximation harmonique, avec une interaction 
entre plus proches voisins modélisée par une constante de raideur K. L’atome " , situé à 
l’abscisse " , peut vibrer autour de sa position d’équilibre avec une amplitude de 
vibration "  (cf  figure 6.2).  

Dans ce modèle le potentiel harmonique total s'écrit: 

"  

L'équation de mouvement pour l’atome "  s'écrit: 

"  

On cherche des solutions d’ondes planes de la forme: "  
Le système étant périodique, cela impose une condition de Born-Von Karman du type 
" , ce qui donne  
"  
Soit: 

"  

n
x = n a
una

Uharm =
1
2

K∑
n

(una − u(n+1)a)
2

n

M
∂2una

∂t2
= −

∂Uharm

∂una
= − K [2una − u(n−1)a − u(n+1)a]

u(n a , t) = u0ei(kna−ωt)

u(0,t) = u(Na , t)

u0e−iωt = u0e−iωteikNa

eikNa = 1 ⟺ k =
2π
a

n
N
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6.2.2 Energie interne
L’équipartition de l’énergie stipule que chaque terme quadratique participe pour 1

2kBT
de l’énergie par degré de liberté. Cela donne :

U = U0 + (2 ⇥ 3N)
1

2
kBT = U0 + 3kBT (6.-3)

Et la loi de Dulong et Petit nous donne :

cv =
@U

@T
= 3NkB (6.-3)

Il y a ici un désaccord avec l’expérience car a T ⇡ 300 K on a bien cv = 3NkB (terme
anharmonique). En revanche pour T ! 0 On obtient cv = �T 3

6.2.3 Phonon acoustiques et phonons optiques
chaine monoatomique à une dimension

0.00

65432

na(n-1)a (n+1)a (n+2)a

K�una �u(n+1)a�u(n�1)a M

x

Figure 6.5 – Chaîne monoatomique d’atomes de masse M, de paramètre a.

Pour une chaine monoatomique dans laquelle les atomes de masse M sont modélisés
comme reliés à leurs voisins immédiats par un ressort de constante de raideur K, le potentiel
harmonique s’écrit :

Uharm =
1

2
K

X �
una � u(n+1)a

�2 (6.-3)

L’équation de mouvement s’écrit :

M
@2una

@t2
= �@Uharm

@una
= �K

⇥
2una � u(n�1)a � u(n+1)a

⇤
(6.-3)

On impose alors les conditions aux limites périodiques :

u(0) = u(N)

u(N+1)a = ua

Résolution : On cherche les solutions propagatives de la forme :

u(na, t) = u0e
i(kna�!t) (6.-3)

Et comme on impose la condition u(0, t) = u(Na, t) on obtient facilement :

u0e
�i!t = u0e

�i!teikNa (6.-3)

UJF M1 PFN 57 Cours PHY 4113

Figure 6.2 : Chaîne monoatomique d’atomes de masse M, de paramètre de maille a. 
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On retrouve les même propriétés que pour la structure de bandes électronique au chapitre 
précédent (ce qui n’est pas vraiment étonnant). On pourra donc se limiter à l’étude des 
relations de dispersion dans la première Zone de Brillouin. 

On linéarise l'équation de mouvement: 

"  

ce qui donne la relation de dispersion: 

"  

Cette relation de dispersion est représentée en trait plein en figure 6.3. La vitesse. 
 

Pour les vibrations de grandes longueurs d’onde (" ), la relation de dispersion devient 

 "  

Cette dispersion linéaire est représentée en pointillés en figure 6.3. On remarque dans ce cas 

que la vitesse de phase de l’onde "  et sa vitesse de groupe "  sont égales :  

" , où "  est la vitesse du son dans la chaîne atomique. Ce type de vibration 

sera appelé phonon acoustique. 

−Mω2u(n a , t) = − K [2u(n a , t) − u(n a , t)e−ika − u(n a , t)eika]

ω2 =
2K
M [1 − cos(k a)] =

4K
M

sin 2 ( k a
2 ) ⇔ ω = 2

K
M

sin ( |
k a
2

|)

k ≪
π
a

ω(k) =
Ka2

M
|k | = vs |k |

vφ =
ω
k

vg =
∂ω
∂k

∂ω
∂k

= vs vs =
Ka2

M
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Figure 6.3 : Relation de dispersion d’une chaîne monoatomique d’atomes de masse 
M, de paramètre de maille a. 
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Remarque sur la stabilité de la chaîne atomique :  
Si on considère l'interaction avec l'ensemble des voisins m: 

" , 

la relation de dispersion devient alors "  

Pour  ! : !  

Pour que cette relation soit définie, il faut que!  converge. Cela conduit à avoir des constantes de 

raideur  qui dépendent de la distance au m-ème voisin comme  où  . Et comme  

! , alors nécessairement le potentiel d’interaction doit décroître avec la distance comme ! , où  

! .  
Cela signifie que le potentiel électrostatique d’interaction entre les ions doit décroître plus rapidement que 
le potentiel coulombien : les interactions doivent être dipolaires ou d’ordre supérieur, sinon quoi la 
chaîne atomique est instable. De façon très générale, on dira que le potentiel d’interaction entre les 
ions doit être écranté.  

2.2.Modes de vibration d’une chaîne diatomique 

On a maintenant deux atomes A et B par maille. A l’équilibre, lorsqu’un atome A est à la 
position " , son voisin B est à la position " . Pour simplifier le problème on suppose que 
ces atomes possèdent une masse identique M et sont reliés entre eux par des ressorts dont les 
constantes de raideur sont alternativement K et G (voir figure 6.4).  

L'expression du potentiel harmonique est alors: 

"  

Uharm =
1
2 ∑

n,m>0

Km [una − u(n+m)a]
2

ω2(k) = ∑
m>0

4Km

M
sin 2 ( k m a

2 )

k ≪
π
a

ω2(k) ≈ ∑
m>0

4Km

M
m2 a2k2

2
=

2k2

M ∑
m>0

Km(m a)2

∑
m>0

Km(m a)2

Km Km ∝ m−n n ≥ 4

Km ∝
∂2V

∂(m a)2
V ∝ r−n

n ≥ 2

n a n a + d

Uharm =
1
2 (K∑

n
[A,na − uB,na]2 + G∑

n
[uB,na − uA,(n+1)a]

2

)
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na (n+1)a
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G

Figure 6.6 – Chaîne diatomique d’atomes de masse M, de paramètre a.

Chaine diatomique

On considère un cristal unidimensionnel à deux atomes. Lorsqu’un atome A est à la
position na, son voisin l’atome B est à la position na+d. Ces atomes possèdent une masse
identique M et sont reliés entre eux par des ressorts dont les constantes de raideur sont
alternativement K et G.

L’expression du potentiel harmonique est alors :

Uharm =
1

2

 
K
X

n

[UAn � UBn]
2 +G

X

n

⇥
UBn � UA(n+1)

⇤2
!

(6.-3)

L’équation de mouvement s’écrit alors sous la forme de deux equations couplées :

M
@2UAn

@t2
= �K [UAn � UBn] � G [UAn � UB(n � 1)]

M
@2UBn

@t2
= �K [UBn � UAn] � G [UBn � UA(n+ 1)]

Pour la résolution, on recherche à nouveau des solutions de type ondes planes :

UAn = "Ae
i(kna�!t)

UAn = "Be
i(kna�!t)

Où "A, "B 2 C
On injecte ces solutions dans les equations de mouvement :

⇢
�M!2UAn = �K [UAn � UBn] � G

⇥
UAn � UBne�ika

⇤

�M!2UBn = �K [UBn � UAn] � G
⇥
UBn � UAneika

⇤
⇢
[M!2 � (K +G)] "A +

�
K +Ge�ika

�
"B = 0

[M!2 � (K +G)] "A +
�
K +Geika

�
"B = 0

Ce qui nous donne finalement :

!2 =
K +G

M
± 1

M

p
K2 +G2 + 2KG cos (ka)

"A
"B

= ⌥ K +Geika

|K +Geika|

On constate deux modes de vibration : optique et acoustique. Les mode optiques cor-
respondent aux vibrations pour lesquelles les atomes vibrent en opposition de phase. Pour
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Figure 6.4 : Modèle de chaîne diatomique d’atomes de masse M, de paramètre de 
maille a. On appelle K la constante de raideur intra-maille et G la constante de 
raideur inter-maille.
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Le mouvement des atomes A et B s'écrit alors sous la forme de deux équations couplées: 

"  

Pour la résolution, on recherche à nouveau des solutions de type ondes planes: 

" , 

où " , de sorte que le rapport "  donne le déphasage relatif  

entre l’atome A et l’atome B au sein d’une cellule unité du cristal.  

On injecte ces solutions dans les équations de mouvement: 

"  

"  

La relation de dispersion est donnée par l’équation " , 

ce qui nous donne finalement: 

"  

Les deux relations de dispersion obtenues sont représentées en figure 6.5. On retrouve une 
branche acoustique avec un comportement linéaire pour les grandes longueurs d’onde, et on 
peut constater l’existence d’une deuxième branche dispersive, mais dont l’énergie reste finie 
pour tout vecteur d’onde. Cette branche est appelée branche optique, pour des raisons que 
nous allons détailler. 

M
∂2uA,na

∂t2
= − K [uA,na − uB,na] − G [uA,na − uB,(n−1)a]

M
∂2uB,na

∂t2
= − K [uB,na − uA,na] − G [uB,na − uA,(n+1)a]

{
uA,na = εAei(kna−ωt)

uA,na = εBei(kna−ωt)

εA = u0eiφA, εB = u0eiφB
εA

εB
= ei(φA−φB)

{
−Mω2uA,na = − K [uA,na − uB,na] − G [uA,na − uB,nae−ika]

−Mω2uB,na = − K [uB,na − uA,na] − G [uB,na − uA,naeika]

{[Mω2 − (K + G )] εA + (K + Ge−ika) εB = 0

(K + Geika) εA + [Mω2 − (K + G )] εB = 0

Mω2 − (K + G ) K + Ge−ika

K + Geika Mω2 − (K + G )
= 0

ω2 =
K + G

M
± 1

M
K 2 + G2 + 2KG cos(k a)

εA

εB
= ∓

K + Geika

|K + Geika |
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Afin de comprendre la différence entre modes acoustiques et modes optiques, intéressons-nous 
au comportement des dispersions au centre et au bord de la zone de Brillouin. 

- pour " , l’équation de dispersion devient   

"  

Pour la branche acoustique on a donc " , le comportement 

linéaire attendu pour des modes acoustiques, avec ici une vitesse du son dépendant de K et 
G. On remarque également que " , ce qui signifie que les mouvements des atomes A 
et B sont en phase. 
Pour la branche optique on a  

"   

et "  : les déplacements atomiques de A et B sont déphasés de " . 

- en bord de zone, " , on a " et les deux solutions possibles seront 

"  pour la branche acoustique et  "  pour la 

k ≪
π
a

ω2 ≈
K + G

M
± 1

M
(K + G )2 − KG (k a)2 ≈

K + G
M

1 ± (1 −
KG (k a)2

2(K + G )2 )
εA

εB
≈ ∓ 1

ω ≈
KG a2

2M(K + G )
|k | = vs |k |

εA ≈ εB

ω ≈
2(K + G )

M
−

KG a2

2M(K + G )
k2 ≈

2(K + G )
M (1 −

KG
8(K + G )2

a2k2) ≈
2(K + G )

M

εA ≈ − εB π

k =
π
a

ω2 =
K + G

M
± |K − G |

M

ω = min ( 2K
M

,
2G
M ) ω = max ( 2K

M
,

2G
M )
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Figure 6.5 : Relations de dispersion d’une chaîne diatomique. L’existence de deux 
atomes non équivalents dans la cellule unité conduit à l’existence de deux branches, 
la branche acoustique et la branche optique.  
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branche optique. Les déplacements atomiques de A et B seront donnés par "  pour le 
mode acoustique et "  pour le mode optique. encore une fois le mode acoustique 
correspond à des mouvements des atomes A et B en phase, et le mode optique correspond à 
des mouvements en opposition de phase. 

En se rappelant que le produit "  donne le déphasage des vibrations entre mailles du cristal, et 
que "  donne le déphasage entre les atomes de chaque maille, on peut représenter les 
déplacements atomiques comme en figure 6.6. Schématiquement on peut dire que les modes 
optiques sont dominés par les vibrations de la « molécule » AB dans chaque maille, avec un 
faible couplage inter-maille et une faible dispersion, alors que dans les modes acoustiques la 
dynamique est donnée par l’interaction entre mailles. 

  
2.3.Modes de vibration dans un cristal à 3 dimensions : 

On ne va pas détailler ici le formalisme des vibrations de réseau en 3 dimensions. Le lecteur 
désireux d’en savoir plus pourra consulter les ouvrages sur lesquels est basé ce cours, 
notamment l’ouvrage de Ashcroft et Mermin. On se contentera de présenter les propriétés 
générales d’une « structure de bandes » de phonons dans un composé 3D : 
- pour une direction de propagation donnée, il existe 3 directions orthogonales sur lesquelles 

on peut projeter les déplacements atomiques : une direction longitudinale (que nous venons 
de traiter) et deux directions transverses. On utilisera les lettres L et T pour ces 2 types de 
polarisations. 

- En tenant compte de la polarisation, si le motif  de la maille cristalline comporte p atomes, il 
existe 3p branches distinctes dont 

- 3 modes acoustiques (1 mode LA et 2 modes TA) 
- 3p-3 modes optiques (avec 2/3 modes TO et 1/3 modes LO) 

εA = εB
εA = − εB

k a
εA /εB
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k<<π/a

k=π/a

a

A B

Mode acoustique

Mode acoustique

Mode optique

Mode optique

Figure 6.6 : Représentation schématique des déplacements atomiques pour différents 
modes de vibration de la chaîne diatomique.
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Les cristaux avec un seul atome par maille ne comportent donc que des modes acoustiques et 
aucun mode optique.  

Pour illuster, prenons 2 exemples concrets : Na et MgN, dont les dispersions de phonons 
calculées sont représentées en figure 6.7.  
Na cristallise dans la structure cubique centrée, dont la maille usuelle comporte 2 atomes. Il 
est important de noter que les deux atomes sont équivalents par symétrie, et qu’il n’y a donc 
pas de modes optiques dans ce métal : les dispersions de phonons comprennent uniquement 
les 3 modes acoustiques dont nous avons parlé auparavant. Selon la direction de propagation 
considérée, il peut arriver que deux, voire les trois modes soient dégénérés par symétrie (cf  
séance de TD sur les phonons). En règle générale il existera plusieurs « vitesses du son » en 
fonction de la direction de propagation et de la dégénérescence des branches acoustiques. 
MgN est un matériau avec 2 atomes par maille. Il doit donc y avoir 2*3=6 branches au total, 
dont 3 acoustiques et 3 optiques. 
On peut remarquer que les matériaux complexes vont rapidement avoir un très grand 
nombres de branches de phonons : le supraconducteur YBa2Cu3O7 par exemple, possède 39 
branches, dont 36 optiques ! Et que dire du vanadate SrV6O15 … 
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Partie!2!:!origine!des!phonons!dans!Na!!

1) Montrez(que,(dans(un(métal,(si(on(néglige(les(électrons(de(valence,(le(mode(de(vibration(
collectif(des( ions(est(une(oscillation(plasma(dont(on(donnera( la( fréquence(plasma(ainsi(
que(la(fonction(diélectrique(associée.(

2) Montrez( que( si( l’on( tient( compte( de( l’écrantage( des( charges( ioniques( par( le( gaz(
d’électrons((modèle(de(ThomasFFermi),(on(retrouve(des(modes(de(phonons(acoustiques,(
dont(on(donnera(la(vitesse(en(fonction(des(paramètres(des(ions(et(des(électrons((relation(
de(BohmFStaver).(Commentez(l’ordre(de(grandeur(de(la(vitesse(du(son(calculée(de(cette(
manière.(

Partie!3!:!comparaison!des!phonons!dans!Na!et!NaCl!:!

Les(dispersions(de(phonons(de(Na(et(NaCl(sont(représentées(ciFdessous.(((

1) Trouvez(quelle( figure(se( rapporte(à(Na(et( laquelle( se( rapporte(à(NaCl,( en(discutant(
précisément(ce(qui(vous(permet(de(les(distinguer.(

2) (Pourquoi( voitFon(3(branches(acoustiques(dans( certaines(directions(et( seulement(1(
ou(2(dans(d’autres(?(

3) Donnez(la(vitesse(du(son(pour(au(moins(une(branche(de(chaque(matériau.(
4) Dans( le( cas( de( NaCl,( utilisez( la( relation( de( LydaneFSachsFTeller( pour( identifier( la(

branche(optique(longitudinale((LO)(et(les(branches(transverses((TO).(
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Fzo. 2. Phonon frequencies obtained experimentally compared
with three diGerent theoretical models; solid lines, shell model,
Caldwell and Klein (Ref. 23); dotted lines, DD model, Karo and
Hardy (Ref. 4); dashed lines, BSM, Nusslein and Schroder
(Ref. 5).

III. RESULTS
The experimental results are presented in Table I

and in Fig. 2. It should be noted that the designatiosn
of branches refer to polarization. Thus the T~ branch
in the (110) plane has its polarization in that plane,
while the T2 branch is perpendicular to it and frequen-
cies in the same branch vary smoothly along the sym-
metry directions even at "crossover" singularities.
On most branches, measurements have been made

for five diferent q values including the zone boundary
points. This number represents a compromise between
the desire for a large number of experimental points
and the necessity to limit the duration of the experi-
ment. In some branches, e.g. , L220] LA, extra points
have been included as a check on the curves estimated
from the 6ve "standard" points. These results confirm
that the chosen number of points provides reasonable
accuracy on most branches. Most phonons were meas-
ured in the (110) plane but the T2 branches in the
L220$ direction were obtained in the (100) plane. After
the crystal had been turned into this plane, some checks
were made on phonons previously measured in the
(110) plane. The results always agreed within the ex-
perimental errors, which thus supported the estimated
accuracy of the measurements. The experimental errors
are &0.5'P& for most phonons except for some of the
LO ones, where the errors are between 0.5 and 1%%u~.

A short preliminary report on part of this work is
presented in Ref. 19. Some measurements on phonons
at the zone boundary were performed with the sample
at room temperature. These give some information on
temperature shifts of phonon frequencies, and may also
be compared with the results of Schmunk" for this
temperature (see Table II).
A computer program based on simple statistical con-
L. Almqvist, G. Raunio, and R. Stedman, in Inelastic Scatter-

ing of Neutrons (International Atomic Energy Agency, Vienna,
1968), Vol. 1, p. 295.~ R. E. Schmunk (private communication).

siderations for weak resonances" was used to analyze
the observed peaks, giving phonon energies and phonon
widths. The program also gives the errors of these
quantities due to counting statistics. A comparison
between the results of the program and the results of
the visual inspection shows that the energy values
agree very well but that the visual method tends to
overestimate the statistical errors.
Systematic errors associated with calibration and

measurement of angles are small, since various and
repeated checks indicate that all significant angles are
correct to within about 0.02' (maximum). Where the
error in phonon frequency from this source is com-
parable to the random error, it has been taken into
account in an appropriate manner, so the errors quoted
may be regarded as total probable errors.
Since the main purpose of this experiment was to

obtain the dispersion relations, comparatively little
e6'ort was devoted to measurement of widths, which
requires rather higher statistical counting accuracy.
A comment on this is made in Sec. IV. To examine the
possible effect of factors that may contribute to the
background, a background measurement was made
between co=5.3X10" rad sec ' and so=3.0X10" rad
sec ' at the zone boundary in the $111] direction
(point L) using very long counting times. Although
some variation in the background level was observed
which was believed mainly to be due to incoherent
inelastic scattering, this check proved that this varia-
tion is not a serious problem for measurements on one-
phonon resonances. Repeated checks were carried out
during the course of the measurements to assure that
the adjustments of the spectrometer were still correct.
No deviations from the initial conditions were observed.

IV. COMMENTS

The three diGerent models with which the experi-
ment is compared (see Fig. 2) are similar in that they
all take into account the deformation of the ions due
to their relative motions. In the DD model of Karo
and Hardy, 4 the deformation of the negative ions is
taken into account as an oscillating dipole moment at
the ion site, the dipole moment being attributed to
distortion of the outer electron shell of the negative ion
in the region of maximum overlap with its neighbors.
In the SM the dipoles are introduced by letting the
outer shell of the ion be displaced relative to the ion
core, connected to it by a spring constant. The BSM of
Nusslein and Schroder' in addition allows the shell of
the negative ion to "breathe, " i.e., to contract and
expand under the inQuence of the movements of its
neighbors. The difference between the SM and the
BSM may be expected to be small in alkali halides
with small negative ions. In calculations on I.iF,~ the
two models produce very similar results. For NaC1 the
difference appears to be somewhat more pronounced,
"R. Stedman and J. Weymouth (unpublished).
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branches are of opposite sign with the latter being relatively large (-15%). Again the 
agreement with experiment indicates that this is a real effect. 

Judging by the strength of the above mentioned anharmonic effects it seems rather 
unlikely that a quasi-harmonic calculation using a reasonable pseudopotential could 

0 0.2 0.6 1.0 0.8 0 6  0.4 0.2 0 0.2 0.4 
Wavevector q ( 2 n l o )  

Figure 1 .  The phonon dispersion curves in Na at 293K; full curve, SCH+C; broken 
curve, QH. The open squares are the transverse and the closed squares the longitudinal 
observed values of Millington and Squires (1971). The opsn circles are the observed 
values of Woods et al. (1961), Woods (1962), Brockhouse et al. (1964) and some 

unpublished Chalk River data. 

provide a perfect fit to the room temperature phonon data. In fact, MS found several 
discrepancies between their QH fit and their data-although some of these discrepancies 
could be due to screening. For example, MS used the Hubbard (Falicov and Heine 1961) 
electron gas screening function for their fit. However, by comparing a variety of screening 
functions, Geldart et al. (1970) have shown that the Geldart and Taylor (1970) function 
provides more screening for q - kF. This has the effect of lowering the computed longi- 
tudinal dispersion curves near the zone boundaries as well as the [qqq]T branch for large q. 
Since the MS fitted curves tend to be a bit high at these very points, it seems likely that the 
fit would be improved by the use of Geldart and Taylor screening. The physical basis of 
this additional screening is discussed by Geldart and Taylor (1971). Thus the discrepancies 
noted by MS are probably a complicated combination of screening and anharmonic effects. 

It is rather interesting to note the effect of screening on the form of the calculated 
interionic potential. Duesbery and Taylor (1969) have pointed out that, for a given electron- 
ion interaction, switching from Hubbard to Geldart and Taylor screening introduces an 
extra oscillatory period in the sodium interionic potential between the second and sixth 
neighbours and also makes the well between the first and second neighbours somewhat 
shallower. This suggests, by inspection of figure 13 of MS that the potentials for both their 
models, particularly model B, if calculated with Geldart and Taylor screening, will show 
a close resemblance to the Cochran (1963) potential out to about the third neighbour 
distance. The oscillations in the potential have their origin in the well-known long-range 
charge density oscillations in the electron gas which arise due to the presence of the Fermi 
surface. Their effect on the phonon dispersion curves appears to be mainly confined to 
Kohn anomalies, which are very small in sodium (Koenig 1964). Hence, an extremely 

Figure  6.7  :  Deux  exemples  de  dispersions  de 
phonons : Na (en haut) et MgN (en bas)
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3.  Propriétés thermodynamiques des phonons 

On a vu au début de ce chapitre qu’une description classique des vibrations du réseau amenait 
à la loi de Dulong et Petit, qui n’est approximativement vérifiée qu’à assez haute température. 
Un traitement correct des vibrations du réseau doit être fait dans le cadre de la mécanique 
quantique.  
Dans le traitement classique d’un réseau de N ions dans l’approximation harmonique, nous 
avons vu que la solution revenait à considérer les 3N modes de vibration indépendants (N 
valeurs de " et 3 polarisations "  pour chaque " ) comme 3N oscillateurs harmoniques 
indépendants de pulsations " . Or en mécanique quantique l’énergie d’un oscillateur 
harmonique de pulsation "  s’écrit  

"   

où "  est le nombre d’excitations du mode (" ) dans le système. Il apparaît donc 
que l’énergie transportée par un mode de vibration du cristal est quantifiée. Par analogie avec 
le rayonnement électromagnétique, on dira que "  est le nombre de phonons présents dans 
le mode (" ). On passe donc d’une description en termes d’ondes de déplacements des 
atomes à une description en termes de propagation de quasi-particules avec une certaine 
énergie "  et une certaine impulsion " . 
L’énergie totale du cristal (toujours sans les électrons) sera alors donnée par la somme des 
énergies de chaque mode : 

"  

L’introduction du concept de « phonon » permet de traiter les excitations du cristal comme les 
excitations d’un gaz de phonons, dont nous allons maintenant définir les propriétés 
thermodynamiques. 

3.1.Facteur d’occupation, énergie, densité de modes  

Par définition, on peut créer autant de phonons que l’on veut dans un mode donné, ce qui 
signifie que les phonons se comportent comme des bosons.  A température finie,  
l’énergie thermique va permettre de créer un nombre de phonons moyen "  dans chaque 
mode. L’énergie interne du réseau cristallin pourra alors s’écrire  

"   

Les phonons étant des quasi-particules bosoniques, le facteur d’occupation moyen d’un mode 
sera donné par la distribution de Bose-Einstein 

"  

⃗k s ⃗k
ωs( ⃗k )

ωs( ⃗k )

Es = (n ⃗k ,s +
1
2 ) ℏωs( ⃗k )

n ⃗k ,s = 0,1,2,... ⃗k , s

n ⃗k ,s
⃗k , s

ℏωs( ⃗k ) ℏ ⃗k

Etot = ∑⃗
k ,s

(n ⃗k ,s +
1
2 ) ℏωs( ⃗k )

⟨n ⃗k ,s⟩

U = Ueq + ∑⃗
k ,s

(⟨n ⃗k ,s⟩ +
1
2 ) ℏωs( ⃗k )

⟨n ⃗k ,s⟩ =
1

exp ( ℏωs( ⃗k )
kBT ) − 1
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et l’énergie interne s’écrira " . 

La chaleur spécifique s’exprime comme " . 

On peut maintenant étudier le comportement asymptotique de la chaleur spécifique. A haute 
température, " , le facteur d’occupation  

"  

et la chaleur spécifique devient "  puisqu’on a 3N modes 

(" ) différents. On retrouve la loi de Dulong et Petit ! 

A basse température, " , seuls les modes de basse énergie avec "  sont 
peuplés significativement. Ces modes sont acoustiques, avec une relation de dispersion  

" .  Pour traiter analytiquement ce problème, on passe à la limite continue, 
comme on l’avait fait dans le modèle de Sommerfeld. On définit alors une densité de modes  

 et on remplace la somme dans l’expression de cv par une intégrale 

: 

"  

Puisque les vecteurs d’onde intervenant dans l’intégrale sont proches du point "  de la zone de 
Brillouin, on peut « isotropiser » cette intégrale en écrivant 

"  et en introduisant la vitesse du son moyenne " .  

Avec le changement de variable " , on obtient 

"  

L’intégrale est tabulée et vaut " . La chaleur spécifique des phonons à basse température est 

alors 

 "  

On retrouve le comportement basse température "  observé expérimentalement ! Notez 
bien qu’il ne faut pas confondre ce «  "  » avec "  qui apparaît dans la distribution de 
Bose-Einstein. 

U = Ueq + ∑⃗
k ,s

1
2

ℏωs( ⃗k ) + ∑⃗
k ,s

ℏωs( ⃗k )

exp (βℏωs( ⃗k )) − 1

cv =
∂U
∂T

= ∑⃗
k ,s

∂
∂T

ℏωs( ⃗k )

exp (βℏωs( ⃗k )) − 1

kBT ≫ ℏωs( ⃗k )

⟨n ⃗k ,s⟩ ≈
1

1 + βℏωs( ⃗k ) − 1
=

kBT

ℏωs( ⃗k )

cv ≈ ∑⃗
k ,s

∂
∂T ( ℏωs( ⃗k )kBT

ℏωs( ⃗k ) ) = 3N kB

⃗k , s

kBT ≪ ℏωs( ⃗k ) k ≪ π /a

ωs( ⃗k ) ≈ vs( ⃗k ) |k |

F(kx, ky, kz) =
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8π3
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8π3

cv =
∂

∂T (∑
s
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Dans un métal, la chaleur spécifique totale sera la somme de la contribution électronique et de 
la contribution phononique : 

" .  

En pratique on représente plutôt la grandeur " , puisque dans ce cas "  

et le graphique est une droite de pente "  et d’ordonnée à l’origine " . On peut en voir un très 
bon exemple en figure 4.7, page 44. 

Remarque : on peut estimer la part de chaque contribution à la chaleur spécifique totale. En effet, on a 

!  

Avec des valeurs typiques pour des métaux simples ( ! ), on obtient ! . 
Cela signifie qu’il faut atteindre des températures de cet ordre pour pouvoir mesurer le terme linéaire de la chaleur 
spécifique. Pour des températures plus élevées la contribution des phonons domine le signal. 

Dans le traitement à basse température que nous venons de faire, nous avons utilisé le concept 
de densité de modes en vecteur d’onde, comme dans le cas du gaz d’électrons. On peut 
logiquement définir une densité de modes en énergie "  pour les phonons, par l’équivalence 

"  

Une grandeur thermodynamique "  associée aux phonons par l’intermédiaire d’une 
grandeur microscopique "  pourra alors être exprimée en fonction de la densité de modes  
et de la fonction de distribution de Bose-Einstein "  sous la forme 

"  

Ce formalisme va maintenant être appliqué à deux modèles approximant les phonons 
acoustiques et les phonons optiques : le modèle de Debye et le modèle d’Einstein. 

3.2.Phonons acoustiques : modèle de Debye  

L’approximation de Debye consiste à remplacer les 3 «  vraies  » branches de phonons 
acoustiques par 3 branches isotropes linéaires avec 3 vitesses du son moyennes.  Afin d’assurer 
la conservation du nombre total de modes, on « coupe » les dispersions à un vecteur d’onde "  
appelé vecteur d’onde de Debye.  On peut voir en figure 6.8 l’illustration de 
l’approximation de Debye en deux dimensions : pour une branche, la première zone de 
Brillouin contient exactement N modes. L’approximation de Debye revient à construire un 
disque de rayon "  tel que la surface du disque est égale à la surface de la première zone de 
Brillouin. 

ctot = cel + cph = γ T + βT 3

ctot

T
= f (T 2)

ctot

T
= γ + βT 2

β γ

cel

cph
≈

g(EF)k2
BT (ℏv)3

k4
BT 3

≈ 1 ⇔ T 2 ≈
g(EF)(ℏv)3

k2
B

g(EF) ≈ 1047m−3, v ≈ 103m . s−1 T ≈ 1K

g(ω)

F( ⃗k )d3k = F(ω)dω

⟨A⟩
A(ω)

n(ω)

⟨A⟩ = ∫
ωmax

0
A(ω)F(ω)n(ω)dω

kD

kD
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En 3 dimensions, cela se traduit par  

"  

On définit également  
- la fréquence de Debye "  

- la température de Debye "  

La fréquence de Debye est une mesure (approximative) de l’énergie maximale des phonons 
d’un système, et la température de Debye est une mesure (approximative) de la température à 
partir de laquelle tous les modes de phonons sont peuplés significativement. A l’inverse pour 
"  les modes de plus haute énergie auront une occupation négligeable. 
Expérimentalement les ordres de grandeur observés sont " , "  et les 
températures de Debye " . Les matériaux très durs, comme le diamant par 
exemple, peuvent avoir " .   
Pour une branche dont la vitesse du son est " , la densité de modes tridimensionnels est donnée 
par 

"  

∫
kD

0

V
8π3

4πk2d k = N ⇒ kD = (6π2 N
V )

1/3

ωD = vkD

θD =
ℏωD
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v

F(ω)dω =
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4πk2d k
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1ère zone de Brillouin

a) b)

Figure 6.8 : Approximation de Debye pour un cristal rectangulaire en 2 dimensions. a) 
le vecteur d’onde de Debye est choisi de telle façon que la surface du disque est égale à 
la  surface  de  la  zone  de  Brillouin.  b)  dispersion  des  modes  acoustiques  dans  2 
directions de l’espace réciproque. 
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Contrairement au cas de électrons, pour les phonons le spectre en énergie est borné, donc la 
densité de modes n’est définie que pour " . La densité d’états pour un mode est 
représentée en figure 6.9. 

 

Dans l’approximation de Debye l’énergie interne est alors 

" , 

où la somme porte sur le trois polarisations possibles. Avec le changement de variable 
" , cette équation devient 

"  

Si le système n’est pas trop anisotrope, on peut s’attendre à ce que les vitesse ne soient pas trop 
différentes et on peut simplifier l’expression de l’énergie comme 

 "  

et la chaleur spécifique 

"  

Dans la limite " , " , "  

et "  

On retrouve la loi de Dulong et Petit. 
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Figure 6.9 : Densités de modes dans le modèle de 
Debye et dans le modèle d’Einstein.
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Dans la limite  " , "  et l’intégrale "  

La chaleur spécifique 

"  

On retrouve le terme "  dont on a parlé auparavant. On voit donc que la mesure de la 
chaleur spécifique d’un matériau à basse température peut donner accès aux propriétés 
microscopiques des phonons, par l’intermédiaire de la température de Debye. 

La chaleur spécifique de Debye est dessinée en figure 6.10. Les comportements asymptotiques 
que nous venons de décrire sont clairement visibles. 

3.3.Phonons optiques : modèle d’Einstein  

L’approximation d’Einstein consiste à remplacer les branches optiques, faiblement dispersives, 
par une valeur d’énergie constante "  pour tous les vecteurs d’onde "  (voir figure 6.11). 
La densité de modes sera alors une distribution de Dirac : "  (voir figure 6.9). 

A l’instar du modèle de Debye, on définit la température d’Einstein "  comme " . 

T ≪ θD θD /T → ∞ ∫
θD /T

0

x3

exp (x) − 1
d x ≈ ∫

∞

0

x3

exp (x) − 1
d x =

π4

15

cv ≈
3V k4

B

2π2(ℏv)3

π4

15
4T 3 =

12π4

5
N kB ( T

θD )
3

βT 3

ωE k ≤ kD
F(ω) = Nδ(ω − ωE)
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ℏωE
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Figure 6.10 : chaleur spécifique des phonons dans l’approximation de Debye et dans 
l’approximation d’Einstein.
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Dans cette approximation une branche optique donnera une contribution à l’énergie interne 

"  

 
et la chaleur spécifique totale 

"  

La dépendance en température de la chaleur spécifique est présentée en figure 6.10. 

A basse température, " la chaleur spécifique suit une loi d’activation typique des systèmes 
dits « à deux niveaux », pour lesquels le niveau fondamental est séparé du premier état excité 
par une énergie non nulle : 

 "  

A haute température on retrouve encore une fois la loi de Dulong et Petit. 

U = N∫
∞

0

ℏω
exp(βℏω) − 1

δ(ω − ωE)dω

=
NℏωE

exp(βℏωE) − 1

cv =
∂U
∂T

= 3N kB(βℏωE)2 exp(βℏωE)

(exp(βℏωE) − 1)2 = 3N kB ( θE

T )
2 exp ( θE

T )
(exp ( θE

T ) − 1)
2

T ≪ θE

cv ≈ N kB ( θE

T )
2

exp (−
θE

T )
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Figure 6.11 : Modification des dispersions de phonons optiques dans l’approximation 
d’Einstein.
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ELEMENTS DE MAGNETISME 

1. Grandeurs magnétiques 

1.1.Dipôle magnétique 

Un modèle simple de dipôle magnétique est une boucle de courant constituée par une charge 
ponctuelle  q , de masse m, décrivant une orbite circulaire de rayon  R, de surface S, avec une 
vitesse  "  (figure 7.1). 

Le moment magnétique  "  de ce dipôle est défini comme : 

"  

Par ailleurs le moment cinétique de la particule  "  s'écrit    

"  ,  
 

d'où l'on déduit la relation liant le moment cinétique orbital au moment magnétique :    

"   

 Le facteur  "  est appelé rapport gyromagnétique. 

Cette relation entre le moment orbital et le moment magnétique reste applicable dans le cadre 
de la mécanique quantique (si on peut négliger le couplage spin-orbite), mais n'est plus valable 
dans la limite relativiste " .    
A l'instar du dipôle électrostatique, le champ magnétique créé à grande distance s'écrit : 

⃗v

⃗μ

⃗μ = IS ⃗k

=
q v

2π R
π R2 ⃗k =

q vR
2

⃗k

⃗L
⃗L = ⃗R ∧ m ⃗v = mvR ⃗k

⃗μ =
q

2m
⃗L = γ ⃗L

γ ≡
q

2m

v ≈ c
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Figure  7.1  :  Modèle  classique  de  dipôle 
magnétique.
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"  

que l'on peut condenser en  " . 

L'énergie potentielle sous champ est   "   et le couple  " . 

On définit là aussi l'aimantation  "  comme le moment magnétique total moyen par unité de 
volume :  

"  

1.2.Dynamique d’un moment magnétique sous champ : précession de Larmor 

On vient de voir qu’un moment magnétique minimise son énergie lorsqu’il est aligné sur le 
champ magnétique appliqué. On va décrire dans ce paragraphe la dynamique d’un moment 
magnétique sous l’effet d’un champ magnétique. Le système est constitué d’un unique dipôle 
magnétique rigide, isolé, et placé dans un champ d’induction  faisant un angle  avec le 
moment magnétique " (voir figure 7.2). Le moment sous champ est soumis à un couple  

"  
d’où l’on déduit l’expression du théorème du moment cinétique  

"  

De cette équation on peut extraire les propriétés suivantes pour le moment magnétique : 

- "  par construction 

- "  

- "  

Le moment magnétique décrit donc un cône de révolution d’angle constant "  autour du 
champ " . Ce mouvement gyroscopique est appelé précession de Larmor. La fréquence de 
précession ,appelée fréquence de Larmor, s’écrit  

"  

On peut justifier le mouvement de précession par différents arguments : tout d’abord on a 
considéré un moment isolé, et on sait que les forces magnétiques ne fournissent aucun travail. 
L’énergie d’un dipôle isolé sous champ magnétique reste donc constante :  

"  

Br(r, θ ) =
μ0

4π
2μcosθ

r3

Bθ(r, θ ) =
μ0

4π
μcosθ

r3

⃗B =
μ0

4π r3 [3 ⃗u r( ⃗μ ⋅ ⃗u r) − ⃗μ ]

Ep = − ⃗μ ⋅ ⃗B ext
⃗Γ = ⃗μ ∧ ⃗B ext

⃗M

⃗M =
N
V

⟨ ⃗μ ⟩

⃗B0 θ
⃗μ = γ ⃗L

⃗Γ = ⃗μ ∧ ⃗B0 = γ ⃗L ∧ ⃗B0

d ⃗L
dt

= γ ⃗L ∧ ⃗B0 ⇔
d ⃗μ
dt

= ⃗μ ∧ γ ⃗B0 = − ⃗Ω ∧ ⃗μ

d ⃗μ
dt

⊥ ⃗μ

d( ⃗μ . ⃗μ )
dt

= 2 ⃗μ .
d ⃗μ
dt

= 0 ⇒ ∥ ⃗μ ∥ = cte

dθ
dt

= 0
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Ω = γB0 =
|e |
2m

B0
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En termes de symétries fondamentales, le moment cinétique est associé à l’invariance par 
rotation. En présence du champ magnétique, l’invariance par rotation sphérique est brisée et 
le système possède une symétrie de révolution autour de l’axe du champ, symétrie qui 
correspond effectivement au mouvement de précession. Pour une assemblée de moments en 

interaction, la précession est amortie et " , de sorte que le moment magnétique décrit 

une spirale autour de l’axe du champ et finit par lui être colinéaire (cf  figure 7.2 b)).  

1.3. Susceptibilité magnétique - Définition des grandeurs magnétiques (" , " , " , " ) 
	 	  
Dans un milieu présentant une aimantation non nulle, le champ d'induction "  est la 
somme du champ magnétique !  }et de l'aimantation  "  :  

"  

et  " . B s'exprime en Tesla T, M et H en  " .  

Comme pour les milieux diélectriques, on peut écrire pour l'aimantation et le champ 
magnétique   

 "    

où "  est la susceptibilité magnétique du système. 

Dans la littérature on distingue généralement la susceptibilité statique  "   et la 

susceptibilité généralisée   "  . 

Les milieux magnétiques sont des milieux dont les constituants microscopiques portent des 
moments magnétique permanents. On distingue principalement deux cas selon le 
comportement de l'aimantation macroscopique : 
- les milieux dans lesquels les moments individuels sont orientés aléatoirement en l'absence 

de champ, mais auront tendance à s'aligner sous l'effet d'un champ extérieur. On parle de 

dθ
dt

< 0

⃗M ⃗B ⃗H ⃗A

⃗B
⃗H ⃗M

⃗B = μ0( ⃗H + ⃗M )

⃗B = ⃗rot ( ⃗A ) A . m−1

⃗M = χ ⃗H

χ

χstat = lim
H→0

∂M
∂H

χ =
∂M
∂H
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CHAPITRE 8. ORIGINE MICROSCOPIQUE DU MAGNÉTISME LOCALISÉ

B0

θµ

B0

θ
µ

dµ
dt

a) b)

Figure 8.1 – a)Précession d’un moment isolé. b) Précession amortie.

appelée fréquence de Larmor.
On peut justifier le mouvement de précession par différents arguments : tout d’abord

on a considéré un moment isolé, et on sait que les forces magnétiques ne fournissent aucun
travail. L’énergie d’un dipôle isolé sous champ magnétique reste donc constante :

�k~µkk ~B0k cos ✓ = cte

) k~µkk = cte et ✓ = cte

En termes de symétries fondamentales, le moment cinétique est associé à l’invariance
par rotation. En présence du champ magnétique, l’invariance par rotation sphérique est
brisée et le système possède une symétrie de révolution autour de l’axe du champ, symétrie
qui correspond effectivement au mouvement de précession.

Pour une assemblée de moments en interaction, chaque dipôle se comporte comme un
gyroscope amorti et d✓

dt < 0, de sorte que le moment magnétique décrit une spirale autour
de l’axe du champ et finit par lui être colinéaire (cf figure 8.1).

8.2 Théorème de Bohr-Van Leuwen
En 1911 Niels Bohr a établi que les modèles classiques de la matière ne présentaient

aucun effet magnétique, résultat redécouvert en 1919 par Johanna Van Leuwen dans sa
thèse. Un énoncé rigoureux de ce théorème est dû à Van Vleck en 1932 :

"At any finite temperature, and in all finite applied electrical or magnetical
fields, the net magnetization of a collection of electrons in thermal equilibrium
vanishes identically."

UJF M1 PFN 72 Cours PHY 4113

Figure 7.2 : Précession d’un moment magnétique.

 a) Moment isolé, b) Précession amortie.
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systèmes paramagnétiques. L'aimantation de matériaux paramagnétiques est donc nulle 
en l'absence de champ et prend une valeur finie sous champ. La susceptibilité 
paramagnétique est positive, et on montrera par la suite qu'elle suit souvent une loi de 
Curie  "  pour des champs appliqués faibles. Un gaz d'atomes magnétiques 

indépendants présente ce comportement par exemple.  
- les milieux présentant une aimantation spontanée lorsque leur température est inférieure à 

une température critique " . La susceptibilité est positive et peut prendre des valeurs très 
élevées ( "  pour des ferromagnétiques doux). Suivant le type d'ordre microscopique pris 
par l e s moments magnét iques, on parlera de ferromagnét iques , d ’ 
antiferromagnétiques, de ferrimagnétiques, etc. Pour  "  le comportement est en 
général paramagnétique. Un exemple très courant de ferromagnétique : la magnétite 
" . 

Par ailleurs, en vertu de la loi de Lenz les électrons d'un atome, une molécule ou un solide 
soumis à l'application d'un champ magnétique vont réagir de façon à s'opposer à ce champ. 
Macroscopiquement il en résulte une contribution négative à la susceptibilité magnétique, 
appelée contribution diamagnétique. La susceptibilité diamagnétique est en général plus 
faible que la susceptibilité paramagnétique de plusieurs ordres de grandeur, ce qui souvent 
masque ses effets. On peut cependant noter des exceptions remarquables : le graphite 
(" ) et les supraconducteurs (" , en raison de la répulsion du champ 
magnétique connue sous le nom d'effet Meissner). Pour des supraconducteurs de type I, on 
parle de "diamagnétisme parfait". Dans ces deux cas, la forte valeur de la susceptibilité 
diamagnétique permet de mettre en évidence un phénomène spectaculaire : la lévitation 
magnétique.   

1.4.Le champ démagnétisant 

La relation "  est une relation locale, au sens où elle s'applique à une échelle de longueur 
où les variations rapides de l'aimantation liées à la structure microscopique de la matière sont 
moyennées, et où les grandeurs physiques ont une variation lisse (typiquement l'échelle 
mésoscopique  " ). 
En pratique on cherche à mesurer  "  à l'intérieur d'un échantillon en fonction du champ 
appliqué  " . Il est donc nécessaire de trouver une relation entre le champ  "  dans la matière 
et le champ appliqué " .  

Le champ magnétique dans le matériau  "  est en général opposé à  " . On 

introduit alors le champ démagnétisant  "  tel que   " . 
L'effet démagnétisant est caractérisé par les coefficients de champ démagnétisant "  tels que    

"    

χpara =
C
T

Tc
≈ 105

T > Tc

Fe3O4

χdia ≈ − 10−4 χ ≈ − 1

M = χH

≈ 1μm
⃗M⃗H0

⃗H⃗H0

⃗HM =
⃗B

μ0
− ⃗M ⃗M

⃗Hd
⃗HM = ⃗H0 + ⃗Hd

[N ]

⃗Hd = − N ⃗M
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 N  est un tenseur " , avec  " , qui dépend de la géométrie de l'échantillon. 
Dans le cas d'un ellipsoïde de révolution (cas idéal mais évidemment peu fréquent en 
pratique), on peut montrer  que le tenseur "  est diagonal :  " . Pour une 

sphère, l'isotropie impose  " . 

On a alors  "  

et   "  . 

La grandeur "  est appelée susceptibilité externe.  

On a donc en général une pente plus faible qu'attendue lorsqu'on trace l'aimantation d'une 
substance paramagnétique en fonction du champ externe appliqué (voirfigure (ref)). Il faut 
noter que la susceptibilité externe fait intervenir les coefficients de champ démagnétisant, qui 
dépendent de la forme de l'échantillon et de la direction du champ appliqué ! A titre 
d'exemple, on peut citer le cas des supraconducteurs à haute température critique. Ces 
matériaux ont pour la plupart une structure lamellaire très anisotrope, et la détermination de 
leurs propriétés magnétiques (champs critiques) nécessite de calculer numériquement les 
coefficients démagnétisants.  

2. Aspects thermodynamiques 

2.1.Energie magnétique 

	  
Dans une zone de l'espace où règne un champ d'induction  " , on peut définir une densité 

d'énergie magnétique " .  

Dans le cas de N systèmes en interaction, chacun créant un champ  " , on a 

  " .  

Le deuxième terme constitue la densité d'énergie magnétique mutuelle.  

2.2.Interaction entre un système magnétique et un champ extérieur 
	  

Soit un échantillon magnétique de volume V, possédant une aimantation  " , et soumis à un 
champ  " . Le travail élémentaire à fournir pour faire varier de  "  son aimantation est 
appelé travail d'aimantation et s'écrit  

  "  . 

3 × 3 T r (N ) = 1

[N ] Nxx + Nyy + Nzz = 1

Nxx = Nyy = Nzz =
1
3

⃗M = χ ⃗H = χ ( ⃗H0 + ⃗Hd ) = χ ( ⃗H0 − N ⃗M )

⃗M =
χ

1 + Nχ
⃗H0

χ
1 + Nχ

⃗B ( ⃗r )

wB( ⃗r ) =
B2( ⃗r )
2μ0

⃗Bi ( ⃗r )

wB( ⃗r ) =
1

2μ0
(∑

i

B2
i + ∑

i, j

⃗Bi ⋅ ⃗Bj)

⃗M
⃗H ⃗d M

δWM = μ0
⃗H ⋅ ⃗d M V
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En pratique si on veut mesurer ce travail on est là encore confronté au problème du champ 
démagnétisant.  

Prenons le cas d'un échantillon ellipsoïde placé dans un champ externe  "  contrôlé par 
l'opérateur. Appelons  "  le travail externe fourni pour faire  varier l'aimantation. On a 

 "  

On a pu enlever les vecteurs car le tenseur démagnétisant est diagonal pour un ellipsoïde. Il 
apparaît dans cette équation que le travail fourni par l'opérateur extérieur se répartit entre une 
contribution d'aimantation  "  et une contribution démagnétisante " . 
En intégrant ces expressions, on obtient pour un matériau d'aimantation M et de volume V : 

- l'énergie démagnétisante  "  

- l'énergie d'aimantation   "   

Pour un matériau linéaire et isotrope "  et il vient  "   

Illustrons ce résultat avec le cas d'un matériau à forte susceptibilité  "  (matériau 

ferromagnétique par exemple). Dans ce cas la susceptibilité externe  "  et la courbe 

d'aimantation "  présente une pente "  à l'origine avant de saturer pour des forts 
champs. Pour une susceptibilité infinie, on aurait  M  maximale et indépendante de  " , H  ou  
N, et le travail d'aimantation serait nul ! Graphiquement le travail total est donc obtenu 
comme l'aire comprise entre la courbe d'aimantation idéale et la courbe expérimentale. Dans 
les équations ci-dessus, on voit également que dans ce cas  "  :  comme " , un très 
faible champ magnétique suffit à aimanter le matériau. La plus grande partie de l'énergie 
fournie par l'opérateur extérieur sert à lutter contre les effets démagnétisants. 

2.3.Fonctions thermodynamiques 

	  
Pour alléger la notation, les potentiels thermodynamiques sont exprimés par unité de volume. 

⃗H0
δW0

δW0 = μ0H0d M V = μ0(H + NM )d M V = δWM + δWd

δWM δWd

Wd = μ0V ∫
M

0
NMd M =

1
2

μ0NM2V

WM = μ0V ∫
M

0
Hd M

H =
M
χ

WM =
μ0V

χ ∫
M

0
Md M =

1
2

μ0V
χ

M2

χ ≫ 1
χ

1 + Nχ
≈

1
N

M(H0) 1/N
H0

Wd ≫ WM χ ≫ 1

Potentiel  Différentielle Dérivées Relations de Maxwell

"
∂S
∂H

|T = − μ0
∂M
∂T

|H

"
∂T
∂M

|S = μ0
∂H
∂S

|M
"dU = Td S + μ0Hd M

"dG = − SdT − μ0Md H

"S = −
∂F
∂T

|M  , H =
1
μ0

∂F
∂M

|T
"F(T, M )

"
∂T
∂H

|S = − μ0
∂M
∂S

|H
"d H = Td S − μ0Md H

"S = −
∂G
∂T

|H  , M = −
1
μ0

∂G
∂H

|T

"T = μ0
∂U
∂S

|M  , H =
1
μ0

∂U
∂M

|S

"G (T, H )

"U(S, M )

"
∂S
∂M

|T = − μ0
∂H
∂T

|M
"d F = − SdT + μ0Hd M

"T =
∂H
∂S

|M  , M = −
1
μ0

∂H
∂H

|S
"H(S, H )
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2.4.Application : refroidissement par désaimantation adiabatique 

Au voisinage du zéro absolu les propriétés quantiques de la matière peuvent être plus 
facilement mises en évidence, car l'énergie thermique devient négligeable devant l'énergie des 
premiers états excités d'un système. Citons quelques applications : cryogénie spatiale 
(observation du fond diffus cosmologique dans la mission Planck), systèmes à fermions lourds, 
magnétisme et supraconductivité, etc…   

En pratique des températures de l'ordre de 1 K peuvent être obtenues de différentes 
manières :  
- l’ "  a une température d'ébullition de 4.2 K à pression atmosphérique. En pompant sur le 

liquide la température d'équilibre descend à 1.2 K environ 
- l' "  pompé permet d'atteindre des températures de l'ordre de 300 mK 
- pour descendre encore la température, on utilise principalement deux technologies : la 

dilution " dont on ne parlera pas ici, et la désaimantation adiabatique de sels 
paramagnétiques. A l'aide de ces deux techniques, ou en les couplant, on peut obtenir des 
températures de quelques mK. 

On peut comprendre le principe de la désaimantation adiabatique à partir des relations de 
Maxwell présentées dans le tableau du paragraphe précédent : 

"  

où "  est la chaleur spécifique du sel paramagnétique à champ magnétique constant. Le sel 

paramagnétique obéit à une loi de Curie  " , où C est une constante et T la 

température, d'où l'on peut déduire  

"  

On voit donc que la température du système paramagnétique varie dans le même sens que le 
champ appliqué. En pratique on procède souvent de la façon suivante : les sels 
paramagnétiques sont placés dans un bain d' "  sous champ nul, puis sont aimantés par un 
fort champ magnétique (de l'ordre de 1T). On isole ensuite les sels du bain d'He puis on 
diminue lentement le champ appliqué, ce qui entraîne une diminution de température des 
sels. De cette manière on peut efficacement atteindre des températures de l'ordre de 10 mK. 

He4

He3

He4 − He3,

∂T
∂H

|S = − μ0
∂M
∂S

|H = − μ0
∂M
∂T

|H
∂T
∂S

|H = − μ0
T

CH

∂M
∂T

|H

CH

M =
C
T

H

∂T
∂H

|S = − μ0
T

CH

∂M
∂T

= − μ0
T

CH

−CH
T 2

= μ0
C
CH

H
T

> 0

He4
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MAGNETISME DES MOMENTS LOCALISES 

Dans ce chapitre nous allons nous intéresser aux propriétés magnétiques d’assemblées de 
moments magnétiques portés par des fonctions d’onde localisées dans l’espace. Ce sera le cas 
par exemple dans les systèmes isolants magnétiques où les ions du réseau portent les moments 
magnétiques responsables des propriétés observées. 

1. Magnétisme classique    

1.1.Paramagnétisme de Langevin 

Dans le modèle de Langevin, on considère des moments magnétiques classiques, c’est-à-dire 
dont la projection sur l’axe du champ magnétique est une variable continue (il n’y a pas de 
quantification du moment cinétique). Ces N moments, occupant un volume V, sont supposés 
indépendants et sont placés dans un champ d’induction "  constant (voir figure 8.1).  
 

Les moments étant indépendants, le comportement moyen d’un seul sera équivalent au 
comportement moyen des N moments, à un facteur N près. L’énergie de l’assemblée de 
moments s’écrit 

"  

où la notation "  signifie qu’on prend la moyenne thermodynamique de la grandeur entre 
crochets. Le problème revient donc à calculer la projection moyenne (thermodynamique) d’un 
moment magnétique sur le champ. En travaillant en coordonnées sphériques, cette moyenne 
est par définition 

⃗B

Ep(θ ) = −
N

∑
i=1

⃗μi . ⃗B = − NμB⟨cos θ⟩

= − NB⟨μz⟩

⟨ . . . ⟩
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Figure  8.1  :  Modèle  du  paramagnétisme  de 
Langevin
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"  

On a défini la fonction de Langevin  ! , qui est représentée en figure 

8.5.  

Dans la limite champ faible, " , "  et il s’ensuit que " . 

On en déduit l’aimantation du système de N moments et la susceptibilité magnétique : 

"  

Cette susceptibilité varie comme " , ce qui constitue la loi de Curie : une assemblée de 
moments magnétiques dont les interactions mutuelles sont négligeables a une susceptibilité 
magnétique variant comme " .  

1.2.Diamagnétisme de Langevin 

On considère un atome classique similaire à celui présenté en figure 7.1, sur lequel on 
applique un champ magnétique "  colinéaire à " . L’application du champ magnétique n’est 
pas instantanée : on suppose que le champ passe de 0 à sa valeur maximale B en un temps " . 

Puisque le champ varie dans le temps, l’électron est soumis à un champ électromoteur 
orthoradial     

"  

Notez que cette expression du potentiel vecteur correspond à la jauge de Coulomb  : 
" . 

⟨μz⟩ = μ⟨cos θ⟩ =
∬ μ cos θe

− μB cos θ
kBT d2Ω

∬ e
− μB cos θ

kBT d2Ω

=
∫ π

0
μ cos θe

− μB cos θ
kBT sin θdθ

∫ π
0

e
− μB cos θ

kBT sin θdθ

= μ [coth ( μB
kBT ) −

kBT
μB ]

= μℒ ( μB
kBT )

ℒ (x) = [coth (x) −
1
x ]

μB
kBT

≪ 1 coth(x) ≈
x
3

+
1
x

⟨μz⟩ ≈
μ2B
3kBT

=
C
T

M =
N
V

⟨μz⟩ = χpH = χp
B
μ0

⇒ χp =
N
V

μ0μ2

3kBT

T −1

T −1

⃗B ⃗L
Δt

⃗F ind = |e |
∂ ⃗A
∂t

= |e |
∂
∂t (

⃗B ∧ ⃗r
2 )

⃗∇ . ⃗A = 0

�92



UGA M1 PFN 2018-2019	 	 Cours de Physique du Solide et Magnétisme

Le théorème du moment cinétique s’écrit  

"  

dont la norme vaut  

"  

Par ailleurs l’équation fondamentale de la dynamique donne : 

"  

On a fait l’approximation que le champ "  a une variation spatiale négligeable à l’échelle de 
l’atome (ce qui est justifié) et ne dépend que du temps : " . Il résulte naturellement 
de cette approximation que le rayon de l’orbite électronique ne dépend lui aussi que du 
temps : " . 

On remplace alors le deuxième terme dans l’expression du moment cinétique : 

"  

On exprime ensuite le moment de la force électromotrice : 

"  

Les 2 expressions de "  que nous venons de trouver doivent être égales, ce qui amène à la 

conclusion que  

"  

Le rayon de l’orbite reste constant !  

Il apparaît donc qu’une augmentation "  du champ pendant un temps "  conduit à une 
augmentation du moment cinétique "  donnée par  

"  

⃗Γ = ⃗F ind ∧ ⃗r =
d ⃗L
dt

d L
dt

=
d
dt

(mvr) = mv
dr
dt

+ mr
d v
dt

m
d v
dt

= |e |
∂A
∂t

=
|e |
2 [r

∂B
∂t

+ B
∂r
∂t ] ≈

|e |
2 [r

d B
dt

+ B
dr
dt ]

⃗B
⃗B ( ⃗r, t) ≈ ⃗B (t)

r ( ⃗B , t) = r (t)

d L
dt

= mv
dr
dt

+
|e |r

2 [r
d B
dt

+ B
dr
dt ]

= m
dr
dt [v +

|e |Br
2m ] +

|e |r2

2
d B
dt

d L
dt

= Γ =
|e |r

2 [r
d B
dt

+ B
dr
dt ]

= m
dr
dt

|e |Br
2m

+
|e |r2

2
d B
dt

d L
dt

mv
dr
dt

= 0 ⇔
dr
dt

= 0

d B dt
d L

d L
dt

=
|e |r2

2
d B
dt
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|e |r2

2
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�93



UGA M1 PFN 2018-2019	 	 Cours de Physique du Solide et Magnétisme

La variation correspondante du moment magnétique s’écrit  

"  

On en déduit que l’établissement du champ "  induit l’apparition d’un moment magnétique 

"  

Ce moment est opposé au champ appliqué : il s’agit d’une réponse diamagnétique de 
l’atome à l’établissement du champ. Le moment induit est proportionnel à la surface de la 
projection de l’orbite sur le plan perpendiculaire au champ. Illustrons cela dans le cas plus 
général d’un atome à symétrie sphérique, de rayon R, avec une orientation quelconque de "
par rapport à "  (lui-même définissant l’axe Oz d’un repère cartésien. On aura en moyenne 
(voir figure 8.2) 
"  et " . 

Par la symétrie sphérique les trois directions x, y et z sont équivalentes et "  en 

moyenne. 

Le moment magnétique induit est alors  " . 

 

Pour un ensemble de N atomes à Z électrons, l’aimantation est alors 

"  

d’où l’on déduit l’expression de la susceptibilité diamagnétique 

"  

⃗dμ = −
|e |
2m

⃗d L ⇔ dμ = −
|e |2 r2

4m
d B

⃗B

⃗μ d = −
|e |2 r2

4m
⃗B

⃗L
⃗B

r2 = R2
x + R 2

y R2 = R2
x + R 2

y + R2
z

r2 =
2
3

R2

⃗μ d = −
|e |2 R2

6m
⃗B

⃗Md = −
N
V

Z
|e |2 R2

6m
⃗B ≈ −

N
V

Z
μ0 |e |2 R2
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⃗H = χd
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Figure 8.2 : Modèle d’atome classique sphérique. La 
projection  de  l’orbite  de  rayon  R  sur  le  plan 
perpendiculaire au champ détermine l’amplitude de 
la réponse diamagnétique de l’atome.
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Remarque : On voit d’après ces équations que l’établissement du champ a pour effet d’induire une réponse 
diamagnétique, ce qui n’est autre que la loi de Lenz ! Il est intéressant de remarquer également que la variation 
temporelle du moment induit est proportionnelle à celle du champ appliqué, ce qui signifie que la valeur du 
moment induit une fois le champ  atteint ne dépend pas de la vitesse d’établissement du champ (et donc du 
temps ∆t) !  On a ici un phénomène stationnaire, ce qui semble incompatible avec un effet d’induction. . . Cette 
apparente incompatibilité provient du fait que dans notre modèle d'atome il n’y a pas de dissipation 
(contrairement à l’effet Joule dans le cas classique d’induction dans un circuit), et la trajectoire est stationnaire. 
Si on établit le champ deux fois plus lentement, la force d’induction sera deux fois plus faible, mais elle 
travaillera deux fois plus longtemps, et l’énergie cinétique gagnée par l’électron sera exactement la même ! Le 
dipôle total induit par un champ d’induction !  sur un atome décrit par des orbites stationnaires ne dépend donc 
que de la valeur finale du champ. Comme en mécanique quantique les états propres de l’Hamiltonien sont 
stationnaires, cette propriété s’appliquera également.  

1.3.Susceptibilité totale - Théorème de Bohr - Van Leuwen 

Un résultat extrêmement important de la physique du XXéme est la preuve formelle que 
l’existence d’une réponse de la matière à un champ magnétique statique est incompatible avec 
les lois de la physique classique. Ce résultat constitue le théorème de Bohr-Van Leuwen. On 
en présente ici une démonstration effective en montrant que la susceptibilité magnétique 
totale d’une assemblée d’atomes classiques que nous venons d’étudier est identiquement nulle.  

La susceptibilité paramagnétique est  

"  

où l’on a utilisé la relation " .  
La susceptibilité diamagnétique s’écrit  

"  

et la susceptibilité totale 

"  

On introduit alors le principe d'équipartition de l’énergie afin de relier l’énergie cinétique 
moyenne d’un électron à la température :  

"  

Il en résulte que la susceptibilité totale s’annule : " , et par conséquent tout modèle 
classique de la matière ne peut pas rendre compte de l’existence d’effets magnétiques 
thermodynamiques. Afin de surmonter ces difficultés conceptuelles, il est nécessaire 
d’introduire les éléments clés de la mécanique quantique : le spin de l’électron, sa nature 
fermionique, ainsi que la quantification du moment cinétique.  
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=
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2. Magnétisme quantique 

2.1.Moments cinétiques d’un atome  

En mécanique quantique, dans un atome il y a 3 moments cinétiques mis en jeu : le moment 
cinétique orbital " , le moment de spin "  et le moment total " .  
Le moment cinétique orbital est caractérisé par 3 opérateurs "  relatifs aux 3 
composantes de " , ainsi que par sa norme au carré " . En raison du principe de Heisenberg, 
il n’existe pas de base d’états propres communs à "  et "  (ce qui signifie qu’on ne peut 
pas mesurer ces 4 grandeurs simultanément). Cependant, il existe une base d’états propres 
"  commune à "  et " , avec les valeurs propres 

"   

Pour le spin on peut définir de même une base d’états propres "  des opérateurs "  et "  : 

"  

Pour un électron seul, le spin vaut "  et on a"  

Dans la limite faiblement relativiste, la fonction d’onde totale "  d’un état est le produit de la 
fonction d’onde d’espace "  par la fonction d’onde de spin de l’électron, "  : 

"  

D’après les règles de composition des moments cinétiques en mécanique quantique, le 
moment cinétique total "  peut prendre les valeurs suivantes :  

"  
et "  varie par pas de 1 dans cette gamme de valeurs possibles. 

Prenons quelques exemples : un état avec L=1 et S=1/2 aura " , soit 2 valeurs 

possibles : "  et " . Un état avec L=3 et S=2 aura  " , soit 5 valeurs possibles 

J=1,2,3,4 ou 5. 

Les états propres de "  sont les états " , avec "  

Là encore on a " , et par conséquent la dégénérescence des niveaux ayant une 
valeur de "  donnée est (" ). 

⃗L ⃗S ⃗J = ⃗L + ⃗S
̂Lx, ̂Ly, ̂Lz

⃗L L̂2

̂Lx, ̂Ly, ̂Lz L̂2

|n , l , ml⟩ L̂2 ̂Lz

L̂2 |n , l , ml⟩ = ℏ2l(l + 1) |n , l , ml⟩
̂Lz |n , l , ml⟩ = ℏml |n , l , ml⟩

|S, ms⟩ ̂S2 ̂Sz

̂S2 |S, ms⟩ = ℏ2S(S + 1) |S, ms⟩
̂Sz |S, ms⟩ = ℏms |S, ms⟩

S =
1
2

̂S2 |
1
2

, ± 1
2

⟩ =
3
4

ℏ2 |S, ± 1
2

⟩

̂Sz |
1
2

, ± 1
2

⟩ = ± ℏ
2

|
1
2

, ± 1
2

⟩

|Ψ⟩
|n , l , ml⟩ |S, ms⟩

|Ψ⟩ = |n , l , ml⟩ ⊗ |S, ms⟩

J

|L − S | ≤ J ≤ L + S

J
1
2

≤ J ≤
3
2

J =
1
2

J =
3
2

1 ≤ J ≤ 5

J |L , S, J, mJ⟩ {
̂J 2 |L , S, J, mJ⟩ = ℏ2J(J + 1) |L , S, J, mJ⟩
̂Jz |L , S, J, mJ⟩ = ℏmJ |L , S, J, mJ⟩

−J ≤ mJ ≤ + J
J 2J + 1
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2.2.Couplage spin-orbite, effet Zeeman, facteur de Landé 

Etudions maintenant le cas d’un atome H. On va inclure dans notre étude, par ordre 
d’importance: l’interaction électrostatique électron-noyau, un effet relativiste appelé couplage 
spin-orbite, et enfin les termes para- et dia-magnétiques qu’on a présentés auparavant. Dans 
cette approximation le Hamiltonien de l'atome va s’écrire  

 "  

• "  ne dépend pas du spin. Dans ce cas le moment cinétique orbital et le 

moment cinétique de spin sont des constantes du mouvement : " , " , " ,"  et "  ont des 
états propres communs "  définis précédemment.  
On a : 

"  

Les états propres d’espace sont les orbitales atomiques " , définies par 3 nombres 
quantiques : 
- n est le nombre quantique principal  
- l est le nombre quantique orbital, tel que " . On appelle états s les orbitales 

telles que s=0, états p les orbitales avec l=1, états d pour l=2, états f  pour l=3, etc.  
- ml est le nombre quantique azimutal, tel que  
L’énergie d’un état "  ne dépend que de n. Par conséquent tous les états 
"  avec la même valeur de l et de S ont la même énergie. Ces états 
sont au nombre de " . Par exemple pour un état p on a l=1, et la 

dégénérescence de ce niveau est " . Pour un état d la 

dégénérescence sera 10, et 14 pour un état f. 

• "  est l’Hamiltonien de couplage spin-orbite. 
Ce terme couple le moment orbital et le moment de spin, et les états "  définis 
précédemment ne sont plus des états propres de " . On peut par contre montrer 
que le moment cinétique total "  est une grandeur conservée, et par 
conséquent on peut définir une base commune d’états pour "  et " . Appelons ces 
états " . 

Ĥ = Ĥ0 + ĤSO + Ĥmag

Ĥ0 =
̂p2

2m
+ ̂V (r)

Ĥ0 L̂2 L̂z
̂S2 ̂Sz

|Ψ⟩ = |n , l , ml⟩ ⊗ |S, ms⟩

Ĥ0 |Ψ⟩ = En |Ψ⟩

L̂2 |Ψ⟩ = ℏ2l(l + 1) |Ψ⟩
L̂z |Ψ⟩ = ℏml |Ψ⟩

̂S2 |Ψ⟩ =
3
4

ℏ2 |Ψ⟩

̂Sz |Ψ⟩ = ± ℏ
2

|Ψ⟩

|n , l , ml⟩

0 ≤ l ≤ n − 1

−l ≤ ml ≤ + l

|n , l , ml⟩
|Ψ⟩ = |n , l , ml⟩ ⊗ |S, ms⟩

mlms = (2l + 1)(2s + 1)

(2 × 1 + 1)(2 ×
1
2

+ 1) = 6

ĤSO = Λ ⃗L . ⃗S

|Ψ⟩
Ĥ0 + ĤSO⃗J = ⃗L + ⃗S

Ĥ0 + ĤSO
⃗J

|L , S, J, mJ⟩
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En réalisant que " , on aura  

"  

On voit que le couplage spin-orbite a pour effet de lever la dégénérescence entre états de 
"  différents : on parle alors de multiplet pour dénommer l’ensemble des états de même 
" . La dégénérescence d’un multiplet "  est (" ). 

Exemple : le niveau 2p de l’atome H a une dégénérescence de 6 lorsqu’on ne considère 
que l’effet de " . Avec le couplage spin-orbite, 2 valeurs de "  sont permises : " , 
avec une dégénérescence 2 (" , et  "  avec une dégénérescence 4 
(" ). La structure électronique du niveau 2p de l’atome H est représentée 
en figure 8.3. Pour un niveau 3d (dégénérescence 10), on aura les multiplets "  
(dégénérescence 4) et "  (dégénérescnce 6). 

• "  où le premier terme décrit la réponse 

paramagnétique et le deuxième, la réponse diamagnétique. 

Le terme diamagnétique donnera lieu à une susceptibilité faible et négative, qui s’écrira 

comme dans le cas classique " , où "  est calculée dans l’état 

fondamental de l’atome. Ce terme sera en général occulté par la contribution 
paramagnétique, sauf  dans le cas des atomes ou des ions « à couche pleine » , c’est-à-
dire ceux dont le nombre d’électrons dans le dernier niveau occupé est égal à la 
dégénérescence de ce niveau. Le tableau 8.1 donne les susceptibilités molaires 
"  de quelques atomes et ions diamagnétiques. 

⃗L . ⃗S =
J 2 − L2 − S2

2

(Ĥ0 + HSO) |L , S, J, mJ⟩ = En + Λ
ℏ2

2 [J(J + 1) − L (L + 1) − S(S + 1)] |L , S, J, mJ⟩

̂J 2 |L , S, J, mJ⟩ = ℏ2J(J + 1) |L , S, J, mJ⟩
̂Jz | |L , S, J, mJ⟩ = ℏmJ |L , S, J, mJ⟩

J
J J 2J + 1

Ĥ0 J J = 1/2
mJ = ± 1/2) J = 3/2

mJ = ± 3/2, ± 1/2
J = 3/2

J = 5/2

Ĥmag = Ĥp + Ĥd =
|e |
2m ( ⃗L + 2 ⃗S ) . ⃗B +

|e |2 B2r2

8m

χd = −
N
V

Z
μ0 |e |2

6m
⟨r2⟩ ⟨r2⟩

χmol = − 𝒩A
V
N

χd

He -1,9 Li+ -0,7

F- -9,4 Ne -7,2 Na+ -6,1

Cl- -24,2 Ar -19,4 K+ -14,6

Br- -34,5 Kr -28 Rb+ -22,0

I- -50,6 Xe -43 Cs+ -35,1
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Tableau 8.1 : susceptibilité molaire des atomes de gaz rares et des ions halogénures et alcalins, en 
unités  de  10-6  cm3/mol.  On  voit  clairement  que  les  plus  gros  atomes  ou  ions  sont  les  plus 
diamagnétiques.
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Le terme paramagnétique est appelé Hamiltonien Zeeman. Il inclut le spin, avec un 
facteur "  (en fait 2,0023, cf. Feynman), car on peut montrer dans le cadre relativiste 
que le facteur gyromagnétique du spin de l’électrons n’est pas "  mais " . 

Quand le couplage spin-orbite domine le terme paramagnétique (ce qui est souvent le 
cas), on doit utiliser les états "  et «  projeter  » l’Hamiltonien Zeeman sur 
l’espace de " . On peut montrer que, dans un multiplet  donné, on peut écrire 

" , où "  est appelé facteur de Landé. 

On peut calculer ce facteur facilement en écrivant : 

"  

On en déduit " , en l’exprimant en termes des valeurs propres des opérateurs : 

"  

Le Hamiltonien Zeeman s’écrit alors "  

Par convention on applique le champ "  selon l’axe Oz, ce qui permet de réécrire le 
terme Zeeman en fonction de "  : 

"  

Les valeurs propres de ce terme sont données par  

"  

On définit le magnéton de Bohr  "  comme unité fondamentale 

de moment magnétique. La variation d’énergie d’un état sous l’effet Zeeman pourra alors 
s’exprimer comme  

"  

L’effet du terme paramagnétique Zeeman va donc être de lever la dégénérescence d’un 
multiplet "  selon les valeurs de "  (voir figure 8.3). L’état de "  le plus faible sera favorisé : cela 
correspond bien à l’état dont le moment cinétique est le plus antiparallèle au champ, donc 
celui dont le moment magnétique est le plus « aligné » sur la direction du champ magnétique. 

g0 = 2
e

2m
g0

e
2m

≈
e
m

|L , S, J, mJ⟩
J

⃗L + 2 ⃗S = gJ
⃗J gJ

gJ J 2 = ( ⃗L + 2 ⃗S ) . ⃗J = J 2 + ⃗S . ⃗J = J 2 + S2 + ⃗L . ⃗S

= J 2 +
1
2

(J 2 − L2 − S2) + S2

= J 2 +
1
2

(J 2 − L2 + S2)

gJ

gJ = 1 +
J(J + 1) + S(S + 1) − L (L + 1)

2J(J + 1)

Ĥp =
|e |
2m

gJ
⃗J . ⃗B

⃗B
̂Jz

Ĥp =
|e |
2m

gJ
̂JzBz

Ĥp |L , S, J, mJ⟩ =
|e |
2m

gJ
̂JzBz |L , S, J, mJ⟩ =

|e |ℏ
2m

gJ mJ Bz |L , S, J, mJ⟩

μB =
|e |ℏ
2m

= 9,274.10−24 J/T

ΔE = gJ μBmJ Bz

J mJ mJ
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2.3.Moment magnétique des atomes à plusieurs électrons : règles de Hund 

Dans un atome à Z électrons, si on peut conserver la hiérarchie : interactions électrostatiques 
>> couplage spin-orbite >> paramagnétisme,  et que les interactions électron-électron 
peuvent être traitées comme un effet moyen sur chaque électron, on peut utiliser toutes les 
conclusions du paragraphe précédent, à condition de faire intervenir dans les équations le 
moment orbital total " , le spin total "  et de construire ensuite le moment 

cinétique total comme " . Cette approximation fonctionne bien pour la plupart de 
atomes avec " . On définit alors les 3 règles de Hund pour déterminer "  dans l’état 
fondamental, qui sont : 

1. Dans l’état fondamental, le spin total S doit être maximum 
2. Dans l’état fondamental, le moment orbital L doit être maximum, 

compte-tenu de la règle 1. 
3. Si l’orbitale est moins qu’à-demi remplie, alors " . Dans le cas 

contraire "  

⃗L = ∑
e−

⃗L i
⃗S = ∑

e−

⃗S i

⃗J = ⃗L + ⃗S
Z ≤ 50 J

J = |L − S |
J = L + S
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Figure 8.3 : Evolution de la structure électronique des niveaux 2p de l’atome d’Hydrogène lorsqu’on 
inclut successivement les différentes interactions.
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Prenons 3 exemples (voir figure 8.4) :  
1. Le Vanadium V (Z=23). Sa structure électronique est " , que 

l’on synthétise en " . On doit donc étudier l’orbitale 3d, pour déterminer 
l’état fondamental. Pour une orbitale d, le moment orbital L=2 : on va donc 
dessiner 5 « cases » correspondant aux 5 valeurs possible de mL. Il y a 3 électrons à 
placer, en maximisant S et L : ces deux conditions sont réalisées en plaçant un 
électron dans chaque case mL=2,1,0. On calcule alors , et
" . Comme la couche est moins qu’à-moitié remplie, on a 
" . On en déduit qu’un atome de V isolé est paramagnétique 
puisque " .   

2. Le Fer Fe (Z=26), de structure  " . Il y a 6 spins à placer dans 5 « cases » : 
on va placer deux spins «  up et down  » dans la «  case  » mL=2. On a alors 
" , "  et " . 

3. L’argon Ar a une dernière orbitale occupée de type " . Dans ce cas chaque « case » 
e s t o c c u p é e p a r 2 s p i n s , e t o n a 
" , et par conséquent " . Cet 
atome n’est pas paramagnétique (dans la limite "  définie précédemment), 
mais seulement diamagnétique.  

 

1s22s22p63s23p64s23d3

[Ar]4s23d3

S = 3 × 1/2 = 3/2
L = 2 + 1 + 0 = 3
J = |3 − 3/2 | = 3/2

J > 0

[Ar]4s23d6

S = 5 × 1/2 − 1/2 = 2 L = 2 × 2 + 1 + 0 − 1 − 2 = 2 J = 2 + 2 = 4

3p6

L = 2 × (2 + 1 + 0 − 1 − 2) = 0,S = 5 × (1/2 − 1/2) = 0 J = 0
Ĥp ≪ ĤSO
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Figure 8.4 : Etat fondamental de 3 éléments déterminés d’après les règles de Hund. V et Fe sont 
paramagnétiques (J>0), Ar est diamagnétique  (J=0). 
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3. Magnétisme d’une assemblée de moments localisés : paramagnétisme 
de Brillouin 

On considère un ensemble de N atomes (ou ions) indépendants, dont l’état fondamental 

"  est tel que" . Le multiplet fondamental est donc (2J+1) fois 

dégénéré. 

L’énergie Zeeman d’un atome est donnée par " . On considère par ailleurs que le 
couplage spin-orbite est suffisamment grand pour que le seul le multiplet fondamental soit 
excitable thermiquement (voir par exemple figure 8.3). 

Pour calculer l’aimantation et la susceptibilité magnétique de ce système, on va utiliser les 
outils standard de la physique statistique. La fonction de partition du système s’écrit 

"  

où l’on a défini " . Dans l’hypothèse (justifiée) où  " , on peut écrire 
" , ce qui a été fait dans l’équation ci-dessus. 

On peut réécrire cette série en changeant l’indice : 

"  

La série dans le membre de droite est une série géométrique qui s’évalue directement : 

"  

et la fonction de partition devient 

"  

On peut enfin l’écrire sous une forme plus symétrique:  

"  

|L , S, J, mJ⟩

̂L2 |L , S, J, mJ⟩ ≠ 0
̂S2 |L , S, J, mJ⟩ ≠ 0
̂J 2 |L , S, J, mJ⟩ ≠ 0

E = gJ μBBzmJ

Z =
mJ=+J

∑
mJ=−J

exp(−βgJ μBmJ Bz) =
+J

∑
−J

exp(−βμ0 μ̃BmJ Hz)

β = (kBT )−1, μ̃B = gJ μB χ ≪ 1
Bz = μ0(1 + χ)Hz ≈ μ0Hz

Z =
2J+1

∑
k=1

exp(−βμ0 μ̃BHzk) . exp (βμ0 μ̃BHz(J + 1)) = exp (βμ0 μ̃BHz(J + 1)) [
2J+1

∑
k=0

exp(−βμ0 μ̃BHzk) − 1]

2J+1

∑
k=0

exp(−βμ0 μ̃BHzk) =
1 − exp (−βμ0 μ̃BHz(2j + 2))

1 − exp (−βμ0 μ̃BHz)

Z =
exp (βμ0 μ̃BHz(J + 1)) (exp(−βμ0 μ̃BHz) − exp (−βμ0 μ̃BHz(2J + 2)))

1 − exp (−βμ0 μ̃BHz)

Z =
exp (−βμ0 μ̃BHz(J + 1

2 )) − exp (−βμ0 μ̃BHz(J + 1
2 ))

exp (βμ0 μ̃B
Hz
2 ) − exp (−βμ0 μ̃B

Hz
2 )
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L’énergie libre s’exprime à partir de la fonction de partition comme " , et 

l’aimantation à partir de l’énergie libre comme " . Le calcul ne comporte 

aucune difficulté et amène à 

"  

On l’écrit le plus souvent sous la forme " , 

où l’on a défini la fonction de Brillouin  " . 

On appelle aimantation à saturation, !  , la valeur prise par l’aimantation lorsque tous 
les moments sont alignés sur le champ magnétique appliqué. Cela correspond par définition 
au cas où la projection du moment cinétique sur la direction du champ est minimale : 
"   , ce qui permet de définir un moment magnétique "  et le moment à 

saturation " .  

L’aimantation peut alors s’écrire sous la forme 

"  

Cette fonction est représentée en figure 8.5 pour différentes valeurs de " . Comme on pouvait 
s’y attendre l’aimantation augmente de façon monotone avec le rapport B/T : le champ tend 
à aligner les moments alors que l’agitation thermique tend à les désordonner. Plus subtil : 
l’aimantation a de plus en plus de difficulté à saturer à mesure que "  augmente. Cela 
s’explique par le fait que le nombre de valeurs de "  augmente avec " , et donc l’entropie du 
système augmente avec " . Dans la limite "  , "  admet une infinité de valeurs, et devient 
ainsi une variable quasi-continue : on retrouve le cas du paramagnétisme de Langevin : 
" . 

A champ faible ( "  ou " ), la fonction de Brillouin admet un développement 

limité "  

et l’aimantation devient "  

On obtient alors la susceptibilité paramagnétique de Brillouin : 

"  

F = − kBT ln Z

M = −
N

μ0V
∂F
∂Hz

|T

M =
N
V

μ̃B (J +
1
2 ) coth (βμ0 μ̃BHz (J +

1
2 )) −

1
2

coth (βμ0 μ̃B
Hz

2 )

M =
N
V

gJ μBJBJ(βμ0gJ μBJHz)

BJ(x) =
2J + 1

2J
coth ( 2J + 1

2J
x) −

1
2J

coth ( 1
2J

x)
Msat

mJ = − J μJ = gJ JμB

Msat =
N
V

gJ μBJ =
N
V

μJ

M
Msat

= BJ ( μJ μ0Hz

kBT ) = BJ ( μJ Bz

kBT )
J

J
mJ J

J J → ∞ mJ

lim
J→∞

BJ(x) = ℒ(x)

x ≪ 1 μJ Bz ≪ kBT

BJ(x) ≈
J + 1

3J
x −

x3

90 [( J + 1
J )

3

+
J + 1

J ]
M ≈ Msat

J + 1
3J

βμ0μJ Hz =
N
V

μ0
(gJ μB)2J(J + 1)

3kBT
Hz

χp =
M
Hz

=
N
V

μ0
(gJ μB)2J(J + 1)

3kBT
≡

C
T
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On retrouve une loi de Curie comme dans le cas du paramagnétisme de Langevin. 

Une remarque importante : on a vu que les valeurs propres de l’opérateur "  sont  

" . On peut donc considérer le produit "  
comme le carré d’un moment effectif  

"    

Avec cette notation la susceptibilité paramagnétique de Brillouin s’écrit  

"  

On remarquera la similitude de cette équation avec le résultat de Langevin. 

Dans certains cristaux, comme par exemple des composés à base de terres rares, les ions  de 
terre rare peuvent porter des moments magnétiques localisés. La susceptibilité magnétique de 
ces composés est le plus souvent représentée sous la forme " , dont la pente donne 
directement accès au moment effectif  et donc au multiplet fondamental des ions magnétiques. 
Le cas du Praséodyme est présenté en figure 8.6. La susceptibilité correspond en très bon 
accor avec une loi de Curie, dont on peut estimer le moment magnétique " . Sous 
sa forme métallique chaque atome de Pr cède 3 électrons à la structure de bandes, et les ions 

̂J 2

⟨L , S, J, Jz | ̂L2 |L , S, J, Jz⟩ = ℏ2J(J + 1) (gJ μB)2J(J + 1)

μef f = gJ μB J(J + 1)

χp =
M
Hz

=
N
V

μ0
μ2

ef f

3kBT

χ−1 = f (T )

μef f = 3,59μB
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Figure 8.5 : Aimantation d’une assemblée de moments magnétiques localisés en fonction du rapport 
B/T. On a représenté les courbes obtenues pour plusieurs valeurs de J. A champ faible, l’aimantation 
a un comportement linéaire (droite en pointillés) d’où l’on tire une susceptibilité magnétique variant 
avec une loi de Curie.  
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"  du réseau ont une structure électronique de type  " . Les règles de Hund donnent 
comme état fondamental " , et le moment effectif  calculé vaut    

"  

Dans ce cas l’accord entre théorie et expérience est excellent ! 

4. Le ferromagnétisme 

4.1.Phénoménologie des matériaux ferromagnétiques 

Certains matériaux présentent une transition de phase entre un état haute température, 
paramagnétique, et un état basse température ayant un ordre magnétique à longue portée 
(voir par exemple la figure 8.7). Cet ordre peut résulter en un alignement des moments 
magnétiques et l’apparition d’une aimantation permanente en dessous d’une température 
critique "  appelée température de Curie : on parlera alors de ferromagnétisme, ou de 
ferrimagnétisme dans les cas où il existe plusieurs types de moments magnétiques non-
équivalents dans le matériau. On peut aussi avoir des ordres de moments anti-alignés : on 
parle alors d’état antiferromagnétique et la température de transition est appelée température 
de Néel, "  (Louis Néel prix Nobel 1970 pour ses travaux sur le magnétisme). 
Dans cette partie du chapitre on va s’intéresser uniquement au ferromagnétisme, du point de 
vue des propriétés magnétiques ainsi que thermodynamiques.  

Pr3+ 4f 2

L = 5,S = 1 ⇒ J = 4

μef f = gJ J(J + 1)μB = [ 3
2

+
1 × 2 − 5 × 6

2 × 4 × 5 ] 4 × 5μB ≈ 3.58μB
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Figure 8.6 : Mesure de la susceptibilité magnétique du Pr (cercles) et ajustement par une loi de 
Curie.   
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On sait qu’il existe des aimants permanents ayant des températures critiques élevées 
("  pour le Fe), ce qui signifie que les énergies d’interactions associées au 
ferromagnétisme sont de l’ordre de 10-100 meV. On peut montrer que de telles énergies ne 
peuvent pas s’expliquer par l’interaction entre dipôles magnétiques (cf  page 84). L’étude 
rigoureuse du mécanisme physique de couplage entre moments est au-delà de l’objectif  de ce 
cours; le lecteur désireux d’en savoir plus pourra consulter le paragraphe 4.2 ainsi que le 
complément de cours disponible sur le site Moodle de l’UE. 

Quelques propriétés remarquables des matériaux ferromagnétiques sont décrites en figure 8.7. 
On va dans la suite tenter de décrire l’existence et l’évolution de l’aimantation spontanée du 
matériau, ainsi que le saut de chaleur spécifique à la transition. Les propriétés magnétiques 
mésoscopiques : cycle d’hystérésis et domaines magnétiques, seront traités dans le cours de 
magnétisme au S2. 

TC = 1043K
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Figure  8.7  :  Quelques  propriétés  remarquables  des  matériaux ferromagnétiques  :  a)  aimantation 
spontanée du Ni en fonction de la température. La courbe en trait plein est un ajustement par un 
modèle de Curie-Weiss avec spins 1/2 (voir la suite du cours). b) Saut de chaleur spécifique à la 
transition  du  Gd  (Tc=325K).  c)  Cycle  d’hystérésis  de  l’aimantation.  d)  Image  par  microscopie 
magnétique de domaines magnétiques. 

a) b)

c) d)
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4.2. Origine du ferromagnétisme : l’interaction d’échange 

Ce paragraphe figure dans ce manuscrit dans un but purement informatif  et de culture scientifique. Il traite de 
concepts fondamentaux de la mécanique quantique, qu’il n’est pas demandé de maîtriser dans l’évaluation finale 
de l’UE. Le lecteur ne souhaitant pas approfondir la question pourra donc sans problème passer au paragraphe  
4.3.  

La fonction d’onde " d’un système composé de N fermions doit présenter une 
propriété très particulière appelée «  antisymétrie par permutation de 2 particules  ». Cela 
signifie que si on permute deux particules dans la fonction d’onde, celle-ci doit changer de 
signe : par exemple " .  
Dans la limite faiblement relativiste, on peut écrire cette fonction d’onde comme le produit 
d’une fonction d’onde d’espace "  et d’une fonction de spin "  : 
" .  
Comme la fonction d’onde  "  doit être antisymétrique par permutation de 2 
particules, on aura deux possibilités : 

- "  est symétrique et "  antisymétrique. Cet état de spin 
antisymétrique est appelé singulet, il correspond à un spin total nul et ne donne pas 
lieu à des propriétés magnétiques importantes. Pour la suite on notera cet état 
"  

- "  est antisymétrique et "  symétrique. Cet état de spin est appelé 
triplet, et correspond à un spin total non nul, et donc des propriétés magnétiques 
associées. Appelons cet état  "  

Les interactions électrostatiques entre particules ne concernent que la partie spatiale de la 
fonction d’onde. Sans rentrer dans les détails mathématiques, on peut comprendre que les 
valeurs propres de l’énergie électrostatiques vont dépendre de l’interaction de la fonction 
d’onde totale avec elle-même, corrigée de l’interaction avec la fonction d'onde dont les 
particules ont été permutées. Cette correction de l'interaction de Coulomb est purement 
liée à la nature fermionique des particules; elle est donc d’origine quantique. On l’appelle 
interaction d’échange, et l’énergie associée à cette correction est appelée énergie 
d’échange, ou intégrale d’échange, et notée J. 
On aura donc une différence d’énergie d’échange entre l’état "  et l’état "  puisque 
ces deux fonctions d’onde n’ont pas la même symétrie par permutation spatiale de particules. 
On écrira " . 

On voit immédiatement que, selon le signe de J, la solution symétrique d’espace ou l’autre sera 
plus favorable énergétiquement : 

- si J>0, l’état de plus basse énergie sera " , c’est-à-dire l’état dans lequel les spins 
tendent à être alignés afin d’avoir un spin total non nul. 

- si J<0, l’état de plus basse énergie sera l’état " , dont le spin est nul. 

Ψ(1,2,3,......N )

|ψ (1,3,2,.....N )⟩ = − |Ψ(1,2,3,.....N )⟩

|ψ (1,2,3,.....N )⟩ |Φ(1,2,3,....N )⟩
|Ψ(1,2,...N ⟩ = |ψ (1,2,...N ⟩ ⊗ |Φ(1,2,....N ⟩

|ψ (1,3,2,.....N )⟩

|ψ (1,2,...N ⟩ |Φ(1,2,....N ⟩

|Ψ+−⟩ = |ψ+⟩ ⊗ |Φ−⟩

|ψ (1,2,...N ⟩ |Φ(1,2,....N ⟩

|Ψ−+⟩ = |ψ−⟩ ⊗ |Φ+⟩

|Ψ−+⟩ |Ψ+−⟩

ΔE = E+− − E−+ = 2J

|Ψ−+⟩

|Ψ−+⟩
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Lorsque l’interaction Coulombienne entre particules est le terme dominant, on a J>0 et l’état 
de plus basse énergie est toujours celui de spin maximum : il s’agit de la première règle de 
Hund qu’on applique généralement aux atomes à plusieurs électrons. 
Dans un cristal, l’énergie d’échange entre les ions du réseau va également pouvoir favoriser les 
états dans lesquels les spins voisins ont tendance à s’aligner, ou s’anti-aligner selon le signe de J.  

On en arrive à la conclusion extrêmement importante que : 

l’interaction d’échange est à l’origine de l’existence d’ordres magnétiques 
permanents dans les solides, comme le ferromagnétisme par exemple. 

4.3.Hamiltonien effectif  de Heisenberg 

L’existence d’états physiques ayant une aimantation permanente à des températures de l’ordre 
de 300 K implique qu’il existe spontanément un couplage fort entre moments magnétiques 
voisins, en l’absence de champ extérieur. On peut prouver que ce couplage n’est pas un 
couplage de type magnétique, mais résulte d’un effet   électrostatique présent dans les systèmes 
de fermions et appelé interaction d’échange. L’énergie associée à cet effet est appelé énergie 
d’échange, ou intégrale d’échange, et noté généralement "  dans la littérature.  
Afin de ne pas confondre ce "  avec le moment cinétique " , dans tout ce qui suit  on utilisera le 
terme « spin » pour désigner un moment cinétique au sens général, et on notera l’opérateur 
associé " .  

Par analogie avec l’effet Zeeman, le couplage entre spins peut s’écrire sous la forme d’un 
Hamiltonien effectif, appelé Hamiltonien de Heisenberg : 

"  

où "  est l’ énergie d’échange entre le spin i et le spin j. On remarque que le signe de "  
détermine le type de couplage : 

- si "  l’état de plus basse énergie est celui où les spins i et j sont parallèles : ce 
couplage est de type ferromagnétique 

- si "  l’état de plus basse énergie est celui où les spins i et j sont anti-parallèles : ce 
couplage est de type antiferromagnétique. 

Dans le cas général on pourra avoir des signes différents pour les différents " , selon que i et j 
sont plus proches voisins, second voisins, etc…Cela peut donner lieu à des ordres magnétiques 
complexes, dont on peut voir quelques exemples en figure 8.8. 
En présence d’un champ magnétique extérieur, l’effet Zeeman intervient et le Hamiltonien 
effectif  total s’écrira  

"  

J

J ⃗J

⃗S

Ĥef f = − ∑
i, j

Jij
⃗Si . ⃗Sj

Jij Jij

Jij > 0

Jij < 0

Jij
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⃗Si . ⃗Sj − ∑

i

gS μB
⃗Si . ⃗B
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4.4.Modèle de champ moyen de Curie-Weiss 

On considère un solide isotrope composé de N atomes/ions identiques occupant un volume V, 
chaque atome/ion portant un moment cinétique localisé " . On néglige totalement les 
électrons de valence et on ne s’intéresse qu’aux propriétés magnétiques des atomes/ions. On 
considère uniquement le couplage d’échange entre plus proches voisins. En présence d’un 
champ magnétique extérieur " , le Hamiltonien du système s’écrit  

"  

Pour résoudre ce problème on fait une approximation dite de « champ moyen » : on suppose 
que chaque moment est soumis à un champ magnétique interne moyen créé par l’ensemble 
des autres moments. On a alors 

"  

On a transformé le Hamiltonien initial en un « simple » Hamiltonien  Zeeman avec un champ 
effectif  " , historiquement appelé « champ moléculaire ». 

⃗S

⃗B

Ĥef f = − ∑
i, j

Jij
⃗Si . ⃗Sj − ∑

i

gS μB
⃗Si . ⃗B
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i
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= − ∑
i
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⃗Si . ⃗B + ∑

j

Jij
⟨ ⃗Sj ⟩
gsμB

= − ∑
i
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Figure  8.8  :  Quelques  exemples  d’ordre  magnétiques  dans  des  composés  réels.  a)  l’interaction 
d’échange J1 entre atomes de Cu s’effectue via les atomes d’O : on parle de superéchange. On a J1<0 
et un ordre antiferromagnétique.  b) J1>0 et J2<0 : on a des chaînes ferromagnétiques (en diagonale) 
couplées antiferromagnétiquement entre elles. On parle de « stripes ». c) Dans cet ordre magnétique 
J1>0, J2<0 et J3<0. L’ordre magnétique peut être vu comme des doublets de chaînes ferromagnétiques  
(verticales) couplés antiferromagnétiquement.
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On a déterminé en section 3 la solution de ce problème : l’aimantation M est donnée par la 
fonction de Brillouin sous la forme  

"  

En remarquant que l’aimantation peut s’écrire comme "  et l’aimantation à 

saturation comme " , on voit que "  et on peut réécrire l’aimantation 

sous la forme  

"  

On obtient une équation auto-cohérente de la forme M=f(M), dont on va chercher les 
solutions graphiquement. A une température T et un champ B donnés, l’aimantation solution 
de cette équation sera donnée par l’intersection de la courbe "  avec la droite 
"  (voir figure 8.9). 

M =
N
V

gS μBSBS ( gS μBSBm

kBT ) =
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M
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= BS S
gS μBB + ∑j Jij

M
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Figure 8.9 : Résolution graphique de l’équation d’auto-cohérence de l’aimantation en champ nul. La 
solution est donnée par l’intersection entre la droite d’équation y=x et la fonction de Brillouin. On 
peut  remarquer  qu’il  existe  une  température  critique  Tc  au-delà  de  laquelle  les  seules  solutions 
possibles sont M=0. 
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Intéressons-nous tout d’abord au cas où le champ appliqué est nul. On remarque que 
l’équation auto-cohérente n’admet de solutions non nulles que pour des températures 
inférieures à une température critique Tc. On peut calculer cette température critique en 
écrivant qu’il existe des solutions non nulles tant que 

"  

Pour B=0, on peut alors définir la température critique Tc par la relation 

"  

où on a utilisé le développement limité de BS à champ faible. 
On en déduit l’expression de la température critique en fonction des paramètres 
microscopiques du système : 

"  

Remarque : ce résultat peut se réécrire sous la forme " , ce qui signifie que la 
température critique est la température à laquelle les interactions moyennes entre spins 
deviennent égales à l’énergie thermique et un ordre magnétique peut commencer à s’établir. 

On peut ensuite réécrire l’équation d’auto-cohérence en fonction de Tc : 

"  

L’aimantation solution de cette équation est présentée en figure 8.10 en fonction de la 
température, pour différentes valeurs du champ appliqué. Pour B=0, l’aimantation est nulle 
pour "  et augmente lorsque la température baisse dans la gamme " . On passe donc 
d’un état haute température parfaitement isotrope, de symétrie sphérique, à un état dans 
lequel les spins s’alignent spontanément dans une direction unique, c’est-à-dire un état de 
symétrie cylindrique. On appelle cet effet brisure spontanée de symétrie, qui dans ce cas 
donne lieu à la transition de phase ferromagnétique. Le concept de brisure spontanée de 
symétrie est extrêmement important en physique, puisqu’il permet de décrire aussi bien les 
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transitions de phase de la matière condensée (ferromagnétisme, supraconductivité, etc), que le 
modèle standard ou l’existence du boson de Higgs !!! 

Lorsque un champ extérieur est appliqué, l’aimantation décroît plus lentement avec la 
température et on n’a plus de véritable transition de phase avec une température critique bien 
définie.   

En pratique, pour mesurer la température critique on mesure la susceptibilité magnétique du 
matériau ferromagnétique pour des températures "  et en champ faible. Dans ce cas on 
peut utiliser le développement limité de la fonction de Brillouin au premier ordre et on obtient   

"  

On en déduit la susceptibilité magnétique d’un ferromagnétique dans l’état paramagnétique : 

"  

T ≳ Tc
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Figure 8.10 : Aimantation d’un matériau ferromagnétique isotrope dans la théorie de champ moyen 
de Curie-Weiss.
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Cette susceptibilité en "  est appelée susceptibilité de Curie-Weiss. A noter que le 
numérateur est identique à celui obtenu dans le cadre du paramagnétisme de Brillouin. 

Afin d’illustrer ce qui précède, prenons le cas du Gadolinium, Gd. Cet élément est trivalent, 
de sorte que les ions du réseau sont Gd3+, de structure électronique 4f7. Les règles de Hund et 
le facteur de Landé prédisent un moment magnétique par atome de 7,94 " . La susceptibilité 
magnétique du Gd est visible en figure 8.11 en fonction de la température. 

On voit clairement que la susceptibilité est en excellent accord avec une loi de type 
" , ce qui correspond à la loi de Curie-Weiss. On déduit des mesures un moment 
par atome " , en accord quasi-parfait avec les règles de Hund !  
Par ailleurs, puisque dans l’état ferromagnétique l’aimantation apparaît spontanément sans 
champ appliqué, la susceptibilité devient par définition infinie. Dans la figure 8.11, "  sera 
donc la température pour laquelle " , c’est-à-dire 325 K dans ce cas. 

(T − Tc)−1

μB

χ−1 ∝ (T − Tc)
μ = 7,93μB

Tc
χ−1 = 0
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Figure 8.11 :  Susceptibilité  magnétique du Gd (en unités CGS).  La droite en trait  plein est  un 
ajustement des mesures par une loi de Curie Weiss.
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4.5.Théorie de Landau de la transition de phase ferromagnétique 

Au voisinage de le température critique, on peut retrouver et étendre les résultats précédents 
dans un cadre théorique beaucoup plus large développé par Landau pour l’étude des 
transitions de phase au sens général. 

  
4.5.1.Equation d’état d’un ferromagnétique 

On va maintenant décrire les propriétés thermodynamiques de la transition de phase 
ferromagnétique. Pour cela, on va développer la fonction de Brillouin à l’ordre supérieur, au 
voisinage de "  et en champ faible : 

"  

où dans notre cas la variable x est définie comme  

"  

Le premier terme est faible devant le deuxième et par conséquent on pourra faire 
l’approximation 

"  

On peut alors réécrire l’équation définissant l’aimantation sous la forme 

"  

Cette équation constitue l’équation d’état d’un matériau ferromagnétique de Curie-Weiss au 
voisinage de la transition. On la réécrit souvent sous une forme plus compacte et lisible  

"   
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4.5.2. Théorie de Landau 

La théorie de Landau est basée sur l’idée qu’une transition de phase est caractérisée par 
l’existence d’un paramètre d’ordre, une grandeur physique caractéristique qui prendra des 
valeurs différentes dans l’état ordonné et dans l’état désordonné. Pour un liquide par exemple, 
la masse volumique est discontinue entre l’état liquide et l’état solide. Pour un matériau 
ferromagnétique, il est facile d’identifier l’aimantation comme le paramètre d’ordre pertinent.  

Au voisinage de "  le paramètre d’ordre est par définition faible, et par conséquent on peut 
développer l’énergie libre en puissances du paramètre d’ordre : c’est le développement de 
Landau de l’  énergie libre. Dans le cas du ferromagnétisme on écrit l’énergie libre de 
Landau sous la forme  

"  

où "  et "  sont tous deux positifs. Les deux premiers termes correspondent aux interactions 
internes (interactions d’échange) : ce sont des termes en puissances paires de M puisqu’en 
l’absence de champ B, l’énergie libre ne dépend que de la norme de M et non de son 
orientation. Le troisième terme est l’équivalent du terme Zeeman. Le quatrième terme rend 
compte de l’existence des parois de domaine et ne sera pas pris en compte dans notre cas d’un 
ferromagnétique homogène. On peut voir en figure 8.12 l’énergie libre en fonction de 
l’aimantation pour différents jeux de paramètres " . L’aimantation à l’équilibre 
thermodynamique est donnée par le minimum de l’énergie libre. On voit bien que pour B=0 
il ne peut exister d’aimantation non nulle que si " . Pour "  il existera toujours une 
solution avec " . 
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Figure  8.12  :  énergie  libre  de 
Landau  en  fonction  de 
l’aimantation  pour  différents 
paramètres  (T,B).   L’aimantation 
d’équilibre  est  donnée  par  le 
minimum de l’énergie libre.
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A l’équilibre  thermodynamique l’énergie libre est minimale : 

"   

 On retrouve l’équation d’état établie au paragraphe 4.5.1. 

A partir de cette équation on peut retrouver les propriétés magnétiques du système au 
voisinage de "   : 

- en champ nul, B=0, on a "  

	 Avec l’expression de "  et "  du paragraphe précédent, on peut tracer l’aimantation de	
	 Landau en fonction de la température (cf  figure 8.13). Dans la gamme "  
	 la courbe de Landau diffère de moins de 5% de la courbe exacte. 

- en champ faible et pour " , on a "  et " . 

	 On en déduit l’expression de la susceptibilité magnétique 	 " . 	

	 On retrouve une susceptibilité de Curie-Weiss.  

- l’aimantation à "  vaut "  

 

d FL

d M
= 0 ⇔

a0

Tc
(T − Tc)M + bM3 = B

Tc

a0

Tc
(T − Tc)M + bM3 = 0 ⇒ M(T ) =

a0

b (1 −
T
Tc )

a0 b
0,96TC ≤ T ≤ Tc

T ≳ Tc M ≪ 1 M3 ≪ M ⇒ a0
T − Tc

Tc
M ≈ B = μ0

M
χ

χ =
Tc

a0(T − Tc)
≡

C
T − Tc

Tc M(Tc) = ( B
b )

1/3
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Figure 8.13 : Aimantation d’un ferromagnétique de Curie-Weiss en champ nul au voisinage de Tc. 
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On peut ensuite calculer les propriétés thermodynamiques du système au voisinage de "  : 

- pour " , on a "  et l’énergie libre s’écrit 

"  

	 On en déduit l’expression de la contribution magnétique à la chaleur spécifique dans 	
	 l’état ferromagnétique : 

"  

- pour " , on a "  et par conséquent "  

Il y a donc une discontinuité "  de la chaleur spécifique à "  (voir figure 8.14):  

"  

Avec les expressions de "  et "  du paragraphe 4.5.1, on trouve que le «  saut  » de chaleur 
spécifique à "  s’écrit 

"  

 

Reprenons le cas du Gd (figure 8.7 b, page 105). A la transition on mesure un saut de chaleur 
spécifique " . Comme on l’a vu auparavant, les 
ions Gd3+ portent un moment cinétique "  et le saut de chaleur spécifique molaire 
prédit théoriquement vaut  

" , en bon accord avec l’expérience. 

Tc

T ≲ Tc M(T ) =
a0

b (1 −
T
Tc )

FL =
a0

2Tc
(T − Tc)

a0 (Tc − T)
bTc

+
b
4 (

a0 (Tc − T)
bTc )

2

= − b (
a0 (Tc − T)

2bTc )
2

CV,M = − T ( ∂2FL

∂T 2 )
V

= T
a 2

0

2bT 2
c

T ≳ Tc M(T ) = 0 FL = 0 ⇒ CV,M = 0

ΔCV,M Tc

ΔCV,M = CV,M(T ≲ Tc) − CV,M(T ≳ Tc) =
a 2

0

2bTc

a0 b
Tc

ΔCV,M = 5N kB
S(S + 1)

(S + 1)2 + S2

ΔCV,M ≈ 5 cal . m ol−1 . K−1 ≈ 20,9 J . m ol−1 . K−1

J = 7/2
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7
2 ( 7
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( 7
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MAGNETISME DU GAZ D'ELECTRONS  

Ce dernier chapitre du cours présente succinctement les propriétés paramagnétiques et 
diamagnétiques du gaz d’électrons de Sommerfeld. La description des ordres magnétiques 
dans des états étendus de type « ondes de Bloch » nécessitant des connaissances et des outils 
de niveau M2, nous n’en parlerons pas du tout. 

1. Paramagnétisme de Pauli  

On considère un gaz d’électrons libre isotrope, bien décrit par le modèle de Sommerfeld.  

En l’absence de champ magnétique appliqué les densités d’états pour les électrons de spin 
« up  » et ceux de spin « down  » sont identiques, ainsi que le remplissage des états. Si on 
appelle  " (" ) le nombre d’électrons de spin « up » (« down ») par unité de volume, on a
" , et l’aimantation du gaz d’électrons est nulle : 

 "   (voir figure 9.1).  

On applique au système un champ magnétique constant B, orienté de telle manière que les 
spins « up » ont la plus basse énergie Zeeman. D’après le chapitre précédent, les énergies pour 
les spins « up » et « down » vont varier comme  

"   

N↑ N↓

N↑ = N↓

M = μB(N↑ − N↓) = 0

{
E↑(B ) = E(B = 0) − μBB
E↓(B ) = E(B = 0) + μBB
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#

#

1) Exprimez# la# différence# d’énergie# 2Δ# (voir# figure# 1)# ainsi# que# le# moment#
magnétique#total#M#du#gaz#d’électrons#sous#champ.#

Δ#est#l’énergie#gagnée#(ou#perdue)#par#spin#sous#champ#magnétique.##

€ 

2Δ = 2µBB #
Le#moment#magnétique#total#M#est#donné#par#la#différence#entre#les#populations#

de#spin#«#up#»#(parallèles#au#champ)#et#«#down#»#(antiFparallèles#au#champ)#:#

€ 

M = µB (N↑ − N↓)

=
1
2

µB g(E + Δ) f (E)dE −
−Δ

∞

∫ g(E − Δ) f (E)dE
Δ

∞

∫
( 

) 
* 

+ 

, 
- 
#

où#le#facteur#½#tient#compte#du#fait#que#la#densité#d’états#totale#est#la#somme#des#

densités#d’états#pour#chaque#direction#de#spin.#

2) L’énergie# magnétique# par# spin# étant# très# faible# devant# l’énergie# de# Fermi#:#
μBB<<EF,#on#peut#écrire#pour#la#densité#d’états#:##

€ 

g(E ± µBB) ≈ g(E) ± µBBg'(E) ##
et#le#développement#de#Sommerfeld#est#applicable.#En#supposant#également#que#

le#potentiel#chimique#varie#peu#

€ 

µ(T) ≈ EF ,#montrez#que#la#susceptibilité#de#spin#

du#gaz#d’électrons,#appelée#susceptibilité#de#Pauli,#s’écrit#

€ 

χPauli = µ0µ B

2 g(EF ) =
3
2

µ0µ B

2 n
EF

où#n#est#la#densité#volumique#d’électrons.#

€ 
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µB

2
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∞
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Figure 9.1 : Effet d’un champ magnétique sur la densité d’états d’un gaz d’électrons libres.  
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Il en résulte que les densités d’états pour les états « up » et « down » vont être décalées d’une 
énergie "  (voir figure 9.1). Par ailleurs, comme les deux populations de spins sont en 
contact, leur potentiel chimique doit être identique, et donc il y aura plus d’états « up » 
occupés que d’états « down » : " . On aura alors une aimantation non nulle et parallèle 
au champ appliqué : 

"  

Il s’agit bien d’une réponse paramagnétique des spins du gaz d’électrons, que l’on appelle 
paramagnétisme de Pauli.  

A température finie, l’aimantation peut s’exprimer en fonction des densités d’états : 

"  

Dans la plupart des métaux l’énergie Zeeman est faible par rapport à l’énergie de Fermi : 
"  et on peut faire le développement limité "  et changer les 
bornes inférieures des intégrales sur l’énergie : 

"  

On utilise ensuite le développement de Sommerfeld pour écrire 

"  

On déduit de cette expression de l’aimantation la susceptibilité paramagnétique du gaz 
d’électrons : 

"  

2Δ = 2μBB

N↑ > N↓

M = μB(N↑ − N↓) > 0

M = μB(N↑ − N↓) =
μB

2 [∫
∞

−Δ
g(E + Δ)f (E )d E − ∫

∞

+Δ
g(E − Δ)f (E )d E]

Δ ≪ EF g(E ± Δ) = g(E ) ± Δg′�(E )

M ≈
μB

2 [∫
∞

0
(g(E ) + Δg′ �(E )) f (E )d E − ∫

∞

0
(g(E ) − Δg′�(E )) f (E )d E]

≈ μBΔ∫
∞

0
g′�(E )f (E )d E

M ≈ μ2
BB [∫

μ(T )≈EF

0
g′�(E )d E +

π2

6
g′�′ �(EF)(kBT )2]

≈ μ2
BB [g(EF) +

π2

6
g′ �′�(EF)(kBT )2]

≈ μ2
BBg(EF)[1 +

π2

6
g′�′�(EF)
g(EF)

(kBT )2]

χPauli = μ0
M
B

= μ0μ2
Bg(EF)[1 +

π2

6
g′�′ �(EF)
g(EF)

(kBT )2]
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Pour un gaz tridimensionnel isotrope de densité volumique n, on a "  et 

" , de sorte que 

"  

Dans de nombreux métaux "  et "  même à 300K. On peut donc en bonne 
approximation dire que la susceptibilité de Pauli d’un gaz d’électrons est quasiment 
indépendante de la température et vaut  

"  

La mesure de la susceptibilité magnétique d’un métal normal donne directement accès à la 
densité d’états au niveau de Fermi de ce dernier. Avec le coefficient de Sommerfeld de la 
chaleur spécifique, cela constitue deux méthodes indépendantes permettant de déterminer 
cette grandeur microscopique fondamentale. 

2. Diamagnétisme de Landau (partie optionnelle) 

Après avoir étudié les spins électroniques, nous allons maintenant nous intéresser à la réponse 
orbitale d’un gaz d’électrons à l’application d’un champ magnétique.  
Le point de départ de cette étude est l’Hamiltonien d’un particule libre sous champ 
magnétique : 

"  

où "  est l’impulsion de la particule et "  le potentiel vecteur. 
Pour simplifier le problème on suppose que le champ magnétique est uniforme et dirigé selon 
l’axe cartésien Oz : " .  

On choisit le potentiel vecteur de la forme " , ce qui lui donne les propriétés 

suivantes : "  et " . Cette jauge est la jauge de Coulomb; 
dans ce cas précis on l’appelle également  jauge de Landau. 

En termes d’opérateurs on peut maintenant expliciter les composantes de "  et "  : 

"  et "  , et l’Hamiltonien devient 

"  

g(EF) =
3n

2EF

g′�′ �(EF) =
3n
E3

F

χPauli = μ0μ2
Bg(EF)[1 +

π2

3 ( kBT
EF )

2

] = μ0μ2
Bg(EF)[1 +

π2

3 ( T
TF )

2

]
TF ≈ 104K (T /TF)2 ≪ 1

χPauli ≈ μ0μ2
Bg(EF)

Ĥ =
( ⃗p + |e | ⃗A )

2

2m
=

̂p2

2m
+ |e |( ⃗p . ⃗A

2m
+

⃗A . ⃗p
2m ) +

|e |2 ̂A2

2m

⃗p ⃗A

⃗B = B ⃗uz

⃗A =
⃗B ∧ ⃗r
2⃗∇ . ⃗A = 0 [ ⃗p , ⃗A ] = 0 ⇔ ⃗p . ⃗A = ⃗A . ⃗p

̂p ̂A

̂p =
̂px

̂py

̂pz

̂A =
1
2

−B ̂y
B ̂x
0

Ĥ = =
̂px
2 + ̂py

2 + ̂pz
2

2m
+

|e |B
2m ( ̂x ̂py − ̂y ̂px) + ( |e |B

2m )
2 1

2
m ( ̂x2 + ̂y2)
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Le terme deuxième terme fait apparaître la composante Oz du moment cinétique orbital :
"  par définition. Le troisième terme est un potentiel harmonique dans lequel 

intervient la pulsation cyclotron " . 

On regroupe maintenant les termes de l’Hamiltonien par composante : 

 "  

Ecrit sous cette forme, il est plus facile de discuter les différents termes : classiquement on sait 
que l’application d’un champ magnétique sur une particule libre oblige celle-ci à décrire une 
orbite cyclotron, circulaire, à vitesse constante dans le plan perpendiculaire au champ 
magnétique, et n’a aucun effet dans la direction d’application du champ. Avec la géométrie 
choisie l’orbite cyclotron classique correspond à un mouvement harmonique dans le plan xOy, 
ce qui génère un moment cinétique dans la direction Oz, et l’apparition d’un moment 
magnétique opposé au champ : la réponse orbitale classique est diamagnétique, comme on l’a 
déjà vu. 
Le Hamiltonien quantique que nous venons de dériver décrit exactement la même situation 
physique : les termes en « x » et   « y » décrivent l’orbite cyclotron, et les termes en «  z » 
décrivent le moment cinétique acquis et l’absence d’effet dans la direction Oz. 
Le découplage du plan xOy et de la direction Oz permet de diagonaliser séparément les 
termes harmoniques et les termes « en  z », et l’on obtient les énergies suivantes : 

"  

On a défini un nombre quantique effectif  " , où " , n " , et "  sont des entiers tels 

que " . Pour chaque valeur de n on peut avoir plusieurs triplets " , ce qui signifie 
que la dégénérescence des niveaux à n donné sera supérieure à 1.   

( ̂x ̂py − ̂y ̂px) ≡ L̂z

ωc =
|e |B

m

Ĥ = =
̂px
2

2m
+

1
2

m ( ωc

2 )
2

̂x2 +
̂py
2

2m
+

1
2

m ( ωc

2 )
2

̂y2 −
ωc

2
L̂z +

̂pz
2

2m

E = ℏωc ( nx + ny − mz

2
+

1
2 ) +

ℏ2k2
z

2m
= ℏωc (n +

1
2 ) +

ℏ2k2
z

2m

n =
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2
nx y mz
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Figure 9.2 : Relations de dispersion 
d’un  gaz  d’électrons  3D  isotrope 
sous  champ  magnétique.  La 
quantification  en  niveaux  de 
Landau est clairement apparente.   
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Le spectre en énergie du système devient une série de dispersions paraboliques dans la 
direction "  séparées de l’énergie cyclotron "  (voir figure 9.2). Les niveaux d’énergie définis 
par une valeur de n sont appelés niveaux de Landau. 

Le calcul de la susceptibilité diamagnétique à température finie nécessite des outils de 
physique statistique que vous ne connaissez pas encore. C’est pourquoi on va se contenter 
d’un calcul presque exact à température nulle, dans le cas d’un gaz d’électrons 3D et isotrope. 

Pour cela, on va se servir de la propriété suivante : la densité d’états 3D est la convolution de la 
densité d’états 2D et de la densité d’états 1D correspondantes (si, si, vous pouvez le démontrer 
à condition d’introduire des fonctions de Heavyside dans le produit de convolution…). 

On va évidemment choisir la densité d’états 2D pour traiter le plan xOy et la densité 1D pour 
la direction Oz : 

	 - en l’absence de champ, la densité d’états pour un gaz occupant une surface S est  

	 "  (cf  chapitre 3) 

	 - sous champ magnétique, tous les états d’énergie compris dans une gamme "  	
	 sont condensés dans le même niveau de Landau, dont la dégénérescence "  est alors  

	 " . La densité d’états 2D sous champ devient alors un peigne de Dirac et 	

	 s’écrit "  

La densité d’états totale se calcule alors comme 

"  

Le résultat est présenté en figure 9.3 : la densité d’états initiale (en pointillés) devient une 
succession de singularités séparées de " . Lorsque le champ augmente l’écart entre niveaux 
de Landau augmente, mais leur dégénérescence également. Lorsque le champ est assez 
intense on peut arriver dans une situation où "  et l’ensemble des électrons du gaz 
peuvent être rassemblés dans un petit nombre de niveaux de Landau, voire dans un seul ! 
C’est dans ce régime qu’on voit apparaître l’effet Hall quantique.  
En ce qui nous concerne nous nous limitons aux faibles champs : "  : le nombre de 
niveaux de Landau occupés est grand et leur dégénérescence est faible. Dans ce cas la densité 
d’états est peu perturbée par le champ : on aura en particulier " , et on peut 
montrer que l’énergie totale du gaz d’électrons à T=0 s’écrit  

"   

Le premier terme correspond à l’énergie moyenne calculée dans le chapitre 3, augmentée de 
la contribution diamagnétique en B2.  
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NĒ =
3
5

NEF +
(μBB )2

6
g3D,0(EF)

�122



UGA M1 PFN 2018-2019	 	 Cours de Physique du Solide et Magnétisme

 

L’aimantation du gaz s’écrit "  

et la susceptibilité "  

La susceptibilité magnétique de Landau est donc opposée et du même ordre de grandeur que 
la susceptibilité paramagnétique de Pauli, mais pas égale et opposée comme dans le cas 
classique ! Encore une fois c’est le principe de Pauli et l’existence du spin de l’électron qui 
permettent d’avoir une réponse magnétique non nulle de la matière. 
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Figure  9.3  :  Densité  d’états  d’un  gaz  d’électrons  3D  isotrope  en  l’absence  de  champ 
magnétique (en pointillés) et sous champ magnétique (en traits pleins). La quantification en 
niveaux de Landau donne lieu à des singularités dans la densité d’états.  


